4. Kristallphysik

Die Physik als Wissenschaftsdisziplin enthilt als ihr wohl umfangreichstes Teilgebiet die Fest-
korperphysik. Die Objekte festkdrperphysikalischer Untersuchungen sind naturgemédB in ihrer
iiberwiegenden Mehrheit Kristalle. Wenn kristallographische Eigenheiten und Betrachtungswei-
sen im Vordergrund stehen, spricht man von Kristallphysik, wobei es nicht zweckmaBig ist, die
Kristallphysik gegeniiber der Festkorperphysik besonders abzugrenzen. Wir wollen unser Au-
genmerk auf diejenigen kristallphysikalischen Erscheinungen konzentrieren, bei denen die kristal-
lographischen Beziehungen besonders hervortreten.

In der Einleitung haben wir festgestellt, dass Kristalle homogene anisotrope Kérper sind. Diese
Begriffsbestimmung ist physikalischer Natur und hat fiir die Kristallphysik eine grundsétzliche
Bedeutung: Das physikalische Verhalten in Kristallen ist als Folge ihres Gitterbaus und der da-
durch gewihrleisteten Fernordnung der Atome im Allgemeinen richtungsabhéngig. Deshalb ist
fiir eine klare Erfassung kristallphysikalischer Zusammenhénge der Bezug auf einen Einkristall —
sowohl in theoretischer als auch weitgehend in experimenteller Hinsicht — Voraussetzung. Selbst-
verstindlich kdnnen nur solche kristallphysikalischen Groen und Effekte richtungsabhéngig sein,
denen eine Richtung zugeordnet werden kann. Grofen, denen keine Richtung zugeordnet ist,
nennt man Skalare. Skalare Grofen sind Masse, Dichte, Konzentration, spezifische Warme, Tem-
peratur, Entropie, Gitterenergie, Schmelzwérme, chemisches Potential u. a. m. In der Kristallphy-
sik gibt es jedoch viele Groflen, denen eine Richtung zuzuordnen ist und die den Charakter von
Vektoren haben. Die Eigenschaften der Kristalle, die die Beziehungen zwischen den vektoriellen,
richtungsabhéngigen Groflen bestimmen, werden durch Tensoren wiedergegeben; Tensoren stel-
len den addquaten Formalismus zur Beschreibung anisotroper Kristalleigenschaften dar. Wem der
Umgang mit Tensoren nicht vertraut ist, darf sich durch diesen Formalismus nicht den Blick auf
das Wesen der betreffenden Eigenschaften und Erscheinungen verstellen lassen. In vielen Féllen
kann man auf die umfassende Darstellung der Anisotropie und einen expliziten Tensorformalis-
mus verzichten, wenn man sich nur der Anisotropie bewusst bleibt; in anderen Féllen macht ge-
rade die Anisotropie erst das Wesen der Erscheinung aus, wofiir die gesamte Kristalloptik ein
markantes Beispiel bietet. Einige grundlegende Eigenschaften von Tensoren (2. Stufe) werden
spéter am Beispiel der thermischen Ausdehnung (Abschn. 4.2.1.) und der Warmeleitung von Kris-
tallen (Abschn. 4.2.2.) erdrtert.

4.1. Dichte

Als einzige skalare Grofle wollen wir auf die Dichte eingehen, welche u. a. zu diagnostischen Zwe-
cken (Minerale, Edelsteine) und bei der Strukturbestimmung herangezogen wird. Die Dichte eines
Korpers ist als Quotient aus seiner Masse und seinem Volumen definiert, ihre MaBeinheit ist tradi-
tionsgemih g/cm’ = 10° kg/m’. Zu ihrer Bestimmung werden folgende Methoden angewendet:

Methode der hydrostatischen Waage. Der Kristall wird an einem Faden aufgehdngt und mit
einer Analysenwaage einmal an Luft und sodann in Wasser gewogen. Sind my bzw. my die bei
diesen Wigungen ermittelten Gewichte, so ergibt sich die Dichte p zu:



4.1. Dichte 263

p = (mepw)/(my — my),

wobei formell die Dichte des Wassers mit py= 1 g/cm’ (bei 4 °C) eingeht. Die Methode liefert
nur dann zuverldssige Werte, wenn die Masse der Kristallprobe mindestens 1g betrégt.

Pyknometermethode: Ein Pyknometer ist ein kleines GlasgefdB von 2...20 cm® Inhalt, das mit
einem eingeschliffenen Stopfen verschlossen wird, der von einer Kapillare durchzogen ist. Da-
durch wird eine genau reproduzierbare Auffiillung des Pyknometers mit Wasser gewihrleistet.
Durch Wégungen werden die Gewichte mp des nur mit Wasser gefiillten Pyknometers, das Ge-
wicht my der Kristallprobe (die hierbei auch in Form feiner Korner vorliegen kann) und das Ge-
wicht m, des Pyknometers nach dem Einbringen der Probe und anschlieBender Wiederauffiillung
mit Wasser bestimmt. Dann gilt:

p = (mpw) / (mp + m — my).

Bei wasserloslichen Substanzen wird anstelle des Wassers eine andere geeignete Fliissigkeit
von bekannter Dichte verwendet; in die angegebenen Gleichungen ist dann statt pyw die Dichte der
betreffenden Fliissigkeit einzusetzen.

Schwebemethode: Die zu untersuchende Probe wird in eine Fliissigkeit (,,schwere Losung*)
gebracht, deren Dichte durch Mischen zweier Komponenten so lange variiert wird, bis der
Kristall darin schwebt; sodann wird die Dichte der Fliissigkeit bestimmt. Das kann mit Hilfe
des Pyknometers, der WESTPHALschen Waage oder sehr einfach, aber weniger genau, mit sog.
Indikatoren erfolgen, einem Satz von Glas- und Mineralwiirfelchen bekannter Dichte. SchlieB3-
lich kann die Dichte der Fliissigkeit auch indirekt durch Messung des Brechungsindex be-
stimmt werden. Fiir die Schwebemethode geniigt ein winziges Kornchen einer Probe. Das
Problem besteht darin, ,,schwere Losungen* geniigender Dichte zu finden, die durchsichtig
und bequem verdiinnbar sein miissen. Bekannt geworden sind vor allem folgende ,,schwere
Losungen®:

THOULETsche Losung: Wiéssrige Losung von Kaliumquecksilberiodid, maximale Dichte 3,196
g/cm3, verdiinnbar mit Wasser, zersetzt Sulfide.

CLERICI-Losung: Wiéssrige Losung von Thalliummalonat und Thalliumformiat im Molverhiltnis
1 : 1, maximale Dichte 4,2 ... 4,5 g/em’, (bei Erwérmung) verdiinnbar mit Wasser, giftig!

BRAUNsche Lésung: Methyleniodid, maximale Dichte 3,32 g/cm’, verdiinnbar mit Ether oder To-
luen, geeignet fiir wasserldsliche Substanzen.

ROHRBACHsche Lésung: Wissrige Losung von Bariumquecksilberiodid, maximale Dichte
3,57 g/em’, verdiinnbar mit Wasser.

Bei allen Methoden muss man auf die Benetzbarkeit der Proben durch die Fliissigkeit achten;
eine ungeniigende Benetzung fiihrt zu Fehlern bei der Dichtebestimmung.

Der experimentell zu ermittelnden Dichte kann die rontgenographische Dichte (kurz: Ront-
gendichte) gegeniibergestellt werden. Sie wird als Quotient aus der Masse der in einer Elementar-
zelle gemél der Strukturbestimmung enthaltenen Atome und dem Volumen der Elementarzelle
gebildet. Meistens ergibt sich die Rontgendichte als etwas grofer als die experimentell gemessene
Dichte. Das ist ein Hinweis auf die Realstruktur (Leerstellen) sowie auf Poren, Einschliisse von
Gasblédschen, von Mutterlauge etc.

In der Anfangsphase einer rontgenographischen Strukturbestimmung (vgl. Abschn. 5.1.8.)
schlieft man aus der experimentell ermittelten Dichte p und dem sich aus den Gitterparametern
ergebenden Volumen ¥ einer Elementarzelle auf die Anzahl Z der Formeleinheiten (und damit auf
die Anzahl der Atome) in der Elementarzelle:

Z=pVN,/M
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mit der LoSCHMIDTschen Zahl N, = 6,023 - 10* und der Molmasse M einer Formeleinheit (der
Zahlenwert von M in Gramm entspricht dem ,,Molekulargewicht®); die chemische Formel und
damit M sind gegebenenfalls bei einem unbekannten Kristall durch eine chemische Analyse zu
ermitteln.

4.2. Thermische Ausdehnung und Wiirmeleitung

4.2.1. Thermische Ausdehnung

Wir wollen uns nun den richtungsabhingigen Eigenschaften der Kristalle zuwenden und be-
trachten als erstes die thermische Ausdehnung. (Wéarmeausdehnung, thermische Dilatation).
Bei diesem Phdnomen kommt die Anisotropie der Kristalle anschaulich zum Ausdruck. Wird
ein Kristallstab der Lange /, von einer Temperatur T, auf die Temperatur 7 gebracht, dann
dndert sich seine Lénge von /; auf /, und der Stab erféhrt eine relative Ldngendnderung Al/l, =
(I~1y)/ 1y gemal:

(I - 1)1 = Al/ly= aAT bzw. 1 = Ii(1 + aAT)

mit der Temperaturdnderung AT = T — Tp; die GroBe a ist eine Materialeigenschaft, der lineare
thermische Ausdehnungskoeffizient. Eine solche Beziehung gilt fiir alle Korper; fiir Kristalle ist
jedoch wesentlich, dass o von der Richtung abhédngt, in der der Stab aus dem Kristall herausge-
schnitten worden ist. Je nach der Orientierung des Stabes in Bezug auf den Kristall bzw. dessen
Achsen kann es betriachtliche Unterschiede zwischen den zu beobachtenden Ausdehnungskoeffi-
zienten geben (Tab. 4.1). Beim Calcit und beim Graphit zieht sich der Kristall in den Richtungen
senkrecht zur c-Achse beim Erwdrmen sogar etwas zusammen! Dementsprechend nimmt a in
diesen Richtungen einen negativen Wert an.

Die in Tab. 4.1 angegebenen Werte fiir a treffen fiir einen mittleren Temperaturbereich von
rd. 0...100 °C zu. Uber gréBere Temperaturbereiche bleiben die thermischen Ausdehnungs-
koeffizienten im Allgemeinen nicht konstant. Bei atomistischer Betrachtung ist die thermische
Ausdehnung auf eine Verstdrkung der Wirmeschwingungen der Kristallbausteine mit der
Temperatur zuriickzufithren. Bei Kristallen mit Ketten- oder Schichtenstrukturen ist deshalb
die Anisotropie der Wiarmeausdehnung ohne weiteres verstdndlich, und es iiberrascht nicht,
dass z. B. bei Ca(OH), und Mg(OH),, welche Schichtstrukturen bilden, die groBten Ausdeh-
nungskoeffizienten senkrecht zu den Schichten, also parallel zur c-Achse beobachtet werden.
Die Calcitstruktur (vgl. Bild 2.45) ist wegen der parallelen Anordnung der planaren CO;-
Komplexe gleichfalls ausgesprochen anisotrop, was sich entsprechend in den Ausdehnungs-
koeffizienten widerspiegelt. Im Gegensatz dazu ist die Struktur des Chrysoberyll (Olivinstruk-
tur, vgl. Bild 2.55) relativ isometrisch (,,pseudokubisch®), und die Ausdehnungskoeffizienten
unterscheiden sich nur wenig. Die Metalle Cd und Zn, die in der hexagonal dichtesten Kugel-
packung kristallisieren, zeigen eine markante Anisotropie der thermischen Ausdehnung; ihr
Achsenverhiltnis weicht mit c¢/a = 1,9 deutlich vom theoretischen Wert c¢/a = 1,633 der hexa-
gonal dichtesten Kugelpackung ab, was auf einen schichtartigen Charakter der Struktur von
Cd und Zn hinweist.

Zur Beschreibung der thermischen Ausdehnung eines Kristalls denken wir uns aus dem Kris-
tall eine Kugel mit dem Radius R, herausgeschnitten und erwarmt: Wegen der Anisotropie der
thermischen Ausdehnung wird die Kugel dabei nicht nur groBer, sondern sie verdndert aulerdem
ihre Form und wird zu einem im Allgemeinen dreiachsigen Ellipsoid (vgl. Bild 4.23). Seien a,, a,
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Tabelle 4.1. Lineare thermische Ausdehnungskoeffizienten o einiger Kristallarten.

Mineral Kristallklasse Ausdehnungskoeffizient o in 1075 K™
a
Diamant C m3m 2,5
Steinsalz NaCl m3m 40
Fluorit CaF, m3m 19
Quarzglas SiO, (zum Vergleich) 0,5
o o,
Quarz SiO, 32 9 14
Cadmium Cd 6/mmm 49 17
Zink Zn 6/mmm 55 14
Eis H,O 6mm bzw. 6/mmm 64
Graphit C 6/mmm bzw. 3m 26 -1,2
Brucit Mg(OH), 3m 45 11
Portlandit Ca(OH), 3m 33 10
Calcit CaCOs 3m 26 -6
Oy O 0O
Aragonit mmm 10 16 33
Chrysoberyll mmm 6,0 6,0 5,2
a Ausdehnungskoeffizient parallel zur c-Achse;
a, Ausdehnungskoeffizient senkrecht zur c-Achse;

Oy Oy & Ausdehnungskoeffizienten in Richtung der a-, b- bzw. c-Achse.

und o, die Ausdehnungskoeffizienten in den Richtungen der drei (zueinander senkrechten) Haupt-
achsen des Ellipsoids, so haben diese Hauptachsen die Léngen:

Ro(1 + a,AT), Ro(1 + ayAT) und R(1 + a.AT).

Ein zentraler Schnitt durch das Ellipsoid senkrecht zu einer Hauptachse (Bild 4.1) wird als
Hauptschnitt und die genannten Ausdehnungskoeffizienten a,, o, @, in Richtungen der Hauptach-
sen werden als Hauptausdehnungskoeffizienten bezeichnet. Benutzen wir die Hauptachsen des
Ellipsoids als (orthogonales) Koordinatensystem, so stellt Bild 4.1 einen Hauptschnitt senkrecht
zur a-Achse dar, in welchem entlang der - und c-Achse die Hauptausdehnungskoeffizienten o,
bzw. a, gemessen werden. Ein Punkt X in diesem Hauptschnitt auf der urspriinglichen Kugelober-
flache, zu dem der Vektor r mit den Komponenten x, und x; fithre, wandert beim Erwirmen ent-
lang dem Vektor # (mit den Komponenten u, und u3) in die Position X’ auf der Oberfldche des
Ellipsoids. Zum Punkt X’ fithre der Vektor r' mit den Komponenten x; und x; in Richtung der

Hauptachsen, deshalb gilt:

xy=x, 1+a,AT) sowie x;=x,(1+aAT)
und somit fiir die Komponenten des Vektors u:

u, = apATx, sowie us = a ATx;.

Sofern die Punkte X und X" nicht (wie im Bild 4.1) auf einem Hauptschnitt liegen, sondern ir-
gendeine beliebige Lage auf der Kugel bzw. dem Ellipsoid einnehmen, haben die Vektoren r, '
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Bild 4.1. Vektoren zur Beschreibung der thermi-
schen Ausdehnung.

Erlduterung im Text.

und u noch jeweils eine dritte Komponente x;, x; bzw. u; in Richtung der a-Achse, in welcher

der Hauptausdehnungskoeffizient o, gemessen wird, und es gilt:
x =x, 1+a,AT) sowie u, =a,ATXx,.
Setzen wir o, AT = ¢,, 0,AT = &, und a AT = &, so folgt:
x=x (I+¢), x=x, (l+¢,), x3=x, (1+¢),
und die Komponenten des Vektors u lauten

Uy = E4X1, Uy = EpXo, U3 = EcX3.

Die Deformation wird also in der Weise beschrieben, dass einem Vektor r ein Vektor u zuge-
ordnet wird, der im Allgemeinen nicht nur eine andere Lénge, sondern auch eine andere Richtung
hat. Die Zuordnung geschieht nach einem Formalismus, der die Komponenten von u linear (iiber
die Koeffizienten ¢,, ¢, und ¢.) mit den Komponenten von r verkniipft. Das ist das Charakteristi-
kum eines Tensors, der in diesem Zusammenhang Deformationstensor (Verzerrungstensor) ge-
nannt wird und durch die Koeffizienten ¢,, €, und ¢. beziiglich der Hauptachsen des Ellipsoids
bestimmt ist. Bezeichnet man diesen Tensor symbolisch mit €, so kann man fiir die Verkniipfung
der Vektoren u# und r auch schreiben:

u=ger.

Allerdings stellt sich diese Verkniipfung nur dann in der einfachen Weise u; = €,x1; u = g,x3;
us = g3 dar, wenn als Koordinatensystem die Hauptachsen des Ellipsoids benutzt werden (die
wir fortan als Hauptachsen des Tensors bezeichnen wollen). Transformiert man die Beziehung
zwischen den Vektorkomponenten auf ein anderes Koordinatensystem (was hier nicht im einzel-
nen ausgefiihrt wird), so gelangt man zu einem Ausdruck der Form:
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Uy =epxy tepxy +ep3x;
Uy = &x1X1 + ExXy T E23X3
Uz = &31X1 + &32X T €333

wobei man die Nummerierung der Koeffizienten zweckméBigerweise mit zwei Indizes als ¢; vor-
nimmt. Nach diesem allgemeinen Schema ist also jede Komponente von # mit allen Komponen-
ten von r linear verkniipft. Diese Verkniipfung lésst sich auch summarisch als

U= z%-fx/
7

schreiben. In der Literatur wird mitunter auerdem noch das Summenzeichen unter der Konven-
tion fortgelassen, dass iiber doppelt auftretende Indizes — hier also iiber j — zu summieren ist, also:

N
u, = zgﬁx/. = &jX;
J

Die Koeffizienten g; reprisentieren in einem gegebenen Koordinatensystem den betreffenden
Tensor und werden als seine Komponenten bezeichnet. Es ist {iblich, sie in Form einer (quadrati-
schen) Matrix zu schreiben, so dass sich eine formale Analogie zur vorn ausgefiihrten Matrixdar-
stellung von Symmetrieoperationen ergibt. Schreibt man wie dort die Komponenten der Vektoren
u und r als Spaltenmatrix, so ldsst sich auch hier das Kalkiil der Matrixmultiplikation anwenden:

U &y b & X
Uy | =| &y &y &n X,
Uy &1 &y &y X3

Die Beschreibung kristallphysikalischer Eigenschaften und Phdnomene erfolgt durchweg mit
Hilfe eines orthonormierten (kartesischen) Koordinatensystems, dessen Basisvektoren e, e,, e;
gleich lang sind und senkrecht zueinander stehen; es entspricht somit einem kubischen Achsen-
system. In den anderen Kristallsystemen wird das orthonormierte , kristallphysikalische* Koordi-
natensystem in seiner Orientierung moglichst zweckméBig auf bestimmte kristallographische
Elemente des betrachteten Kristalls festgelegt (Tab. 4.2). Die folgenden Ausfithrungen beziehen
sich stets auf ein entsprechendes orthonormiertes Koordinatensystem.

Bei einer thermischen Deformation sind (im Rahmen des linearen Ansatzes) die Komponenten
&; des Deformationstensors proportional zur Temperaturdnderung AT

& = (XijAT.
Die Koeffizienten a; représentieren damit ihrerseits einen Tensor, den Tensor der linearen
thermischen Ausdehnungskoeffizienten, symbolisch:

a=¢g/AT.

Die Anderung der Temperatur eines Kristalls (oder eines anderen Korpers) bewirkt nicht nur
eine Anderung seiner Abmessungen, sondern auch eine Anderung seines Volumens gemé0:

(V = Vo)lVo= AV/Vy = BAT bzw. V=V, (1 + BAT)

mit der Volumenédnderung AT =V -V, sowie V, als Volumen des Kristalls vor und V als sein
Volumen nach der Temperaturdnderung AT = T — T,. Die GroBe f ist ein Skalar und wird als ku-
bischer oder Volumenausdehnungskoeffizient bezeichnet. Ein quaderformiges Volumenelement
des Kristalls, dessen Kanten /, [/, und /. parallel zu den Hauptachsen des Tensors der linearen
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Tabelle 4.2. Orthonormierte kristallphysikalische Koordinatensysteme.

Kristallsystem Orthonormierte Basisvektoren
€\ [2) 931)
Triklin® Il (010) und 1(010) Il [001]
L [001]
Monokdin? p#90° | 1 (100) I [010] ooy
y# 90 Il [100] 1 (010) Il [001]
Rhombisch I [100] Il [010] Il T001]
Tetragonal I T100] Il T010] Il [001]
Hexagonal? [l [10.0] bzw. Il [12.0] bzw. Il [00.1] bzw.
L(2110) L1(0110) 1 (0001)
Rhomboedrisch® I[171.0] I [11.2] Il [111]
Kubisch Il [100] Il [010] Il [001]

! Der Basisvektor e; entspricht stets der kristallographischen c-Achse.

2 vgl. Bild 1.30.

D B#90° b La; b Lc;,kristallographische” Aufstellung; y# 90° ¢ L a; ¢ L b; , kristallphysikalische* Aufstellung.
» Vel. Bild 1.33. ¥ rhomboedrische (MILLERsche) Indizierung, vgl. Abschnitt 1.3.3.

thermischen Ausdehnungskoeffizienten verlaufen, hat vor der Temperaturanderung das Volumen
Vo= Lolyol.o und nach der Temperaturdnderung das Volumen:

V=11L1=1,1+a,AT) Iy (1 + a,AT) Lo (1 + 0.AT)
bzw. unter Vernachldssigung der kleinen Grofen héherer Ordnung:
V="Vy(1+ a,AT+ a,AT + a AT)=V, [1 + (a,+ 0 + a.) AT].
Folglich hat man als Volumenausdehnungskoeffizient
f=a,+ato. =0y T ant+ os;

mit o, = 0415 0 = ap; 0. = 033 (in der Hauptachsendarstellung).

Die Summe der Koeffizienten a;; + ay, + @33 in der Diagonalen einer Tensormatrix wird als
Spur (abgekiirzt Sp) bezeichnet und ist invariant gegeniiber Transformationen des Koordinaten-
systems, d. h., die obige Beziehung gilt allgemein und auch dann, wenn die iibrigen Tensorkom-
ponenten a; (mit i # ) verschieden von null sind. Fiir die relative Volumenénderung ergibt sich
somit:

AVIVy = (aq1 + 0y + a33) AT= AT Spa.
bzw. auch:
AVIVy =& + & + &33 = Spe.
Fiir isotrope Korper und (wie noch gezeigt wird) auch fiir kubische Kristalle hat man mit:

0, = ap = a. = a bzw. Spa = 3a einfach:
L =3abzw. AVIV,=30AT.
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4.2.2. Symmetrie Kristallphysikalischer Eigenschaften

Geht man (wie im vorigen Abschnitt ausgefiihrt) von der Hauptachsendarstellung einer (thermi-
schen) Deformation u; = €,x1; uy = €,X,; U3 = €3 aus und transformiert sie auf ein beliebiges ande-
res Koordinatensystem u; = Zg;x; (was, wie gesagt, nicht im Einzelnen ausgefiihrt wurde), so er-
gibt sich zwischen den einzelnen Tensorkomponenten stets die Beziehung ¢; = ¢; bzw. explizit ¢,
= &1; €13 = &31; €3 = &3. Ein Tensor, dessen Komponenten dieser Beziehung geniigen, wird als
symmetrischer Tensor (2. Stufe) bezeichnet. Ein solcher Tensor hat also im allgemeinen nur sechs
unabhingige Komponenten — in Ubereinstimmung damit, dass ein Ellipsoid durch sechs Bestim-
mungsstiicke gegeben ist (z. B. durch die Langen seiner drei Hauptachsen sowie drei Winkelko-
ordinaten fiir deren Orientierung im gewédhlten Koordinatensystem). Offenbar riihrt diese Symme-
trie des Tensors & bereits von der Form der Hauptachsendarstellung bzw. letztlich von der
physikalischen Natur der thermischen Deformation her. Diese ,,innere” Symmetrie des Tensors
bzw. des Phdnomens der thermischen Deformation kommt auch in der Symmetrie des zu seiner
Beschreibung benutzten dreiachsigen Ellipsoids zum Ausdruck, welche der Symmetrie der rhom-
bischen Kristallklasse mmm entspricht.

Der Vollstindigkeit halber sei angemerkt, dass im allgemeinen Fall einer beliebigen Deforma-
tion der den Deformationszustand beschreibende Tensor nicht symmetrisch zu sein braucht, was
als ,,schiefsymmetrisch bezeichnet wird. Der Deformationstensor wird dann auch Verriickungs-
tensor genannt und sei mit u, seine Komponenten seien mit u; symbolisiert, und im Allgemeinen
ist u; # uy;. Bei einer homogenen Deformation besteht dann zwischen dem Ortsvektor » und dem
Verriickungsvektor u die Beziehung u = u * r bzw. u; = Zu;x;. Wie jeder schiefsymmetrische Ten-
sor ldsst sich der Verriickungstensor u gemiB u = € + o bzw. u;; = ¢; + w; aus einem symmetri-
schen Anteil € mit &; = (u; + u;;)/2 (folglich ¢; = &;;) und einem antisymmetrischen Anteil ® mit w;
= (u; — u;;)/2 (folglich w; = —w;;) zZusammensetzen. Der antisymmetrische Anteil @ beschreibt (wie
hier nicht néher ausgefiihrt) die mit einer beliebigen Deformation des Korpers verbundene Rota-
tion (Verdrehung) eines betrachteten Volumenelements. Der symmetrische Anteil € beschreibt die
Deformation (Verzerrung) des Volumenelements und wird deshalb Verzerrungstensor genannt. In
vielen Fillen, so auch bei der thermischen Deformation (in einem homogenen Temperaturfeld),
hat man es nur mit dem (symmetrischen) Verzerrungstensor € zu tun, und die Bezeichnungen
,Deformationstensor” und ,,Verzerrungstensor” werden dann gleichbedeutend benutzt.

Eine kristallphysikalische Eigenschaft hat aber nicht nur eine ihr von vornherein eigene innere
Symmetrie, sondern muss auch die Symmetrie des betreffenden Kristalls zum Ausdruck bringen
bzw. darf ihr nicht widersprechen (NEUMANNsches Prinzip). So kann sich z. B. durch eine Tempe-
raturdnderung die Kristallklasse (Punktgruppe) eines Kristalls nicht veréndern, es sei denn, es
findet ein Phaseniibergang statt. Im kubischen Kristallsystem dndert sich deshalb bei der thermi-
schen Deformation lediglich die Gitterkonstante a. Im tetragonalen, trigonalen und hexagonalen
Kristallsystem (den ,,wirteligen Kristallsystemen) &ndern sich sowohl die Gitterkonstanten a und
¢ als auch das Achsenverhiltnis c/a, d. h., die thermische Deformation macht sich auch morpho-
logisch bemerkbar. Beispiclsweise dndert sich beim Calcit (Kristallklasse 37 ) beim Erwérmen
von 10 °C auf 110 °C der Winkel zwischen den Rhomboederflichen um 8,5 Winkelminuten. Im
rhombischen Kristallsystem dndern sich sowohl die Gitterkonstanten a, b, ¢ als auch die Achsen-
verhéltnisse a/b und c¢/b, im monoklinen Kristallsystem auf8erdem der ,,monokline” Winkel £ und
im triklinen Kristallsystem alle drei Winkel a, f, y zwischen den Basisvektoren.

Die Symmetrieelemente der einzelnen Kristallklassen setzen zusitzlich zur ,,inneren* Symme-
triebedingung ¢; = ¢; weitere Bedingungen fiir die Tensorkomponenten ;.
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Betrachten wir als Beispiel die Wirkung einer Spiegelebene senkrecht zur kristallographischen
b-Achse bzw. zum ,kristallphysikalischen* Basisvektor e, (monoklines Kristallsystem — vgl.
Tab. 4.2). Zu einem Vektor r mit den Komponenten x,, x,, x3 muss es hier stets einen spiegelbild-
lichen Vektor 7 mit den Komponenten x;,—x,, x3 und zum Vektor # mit den Komponenten u;, u,,
uz einen spiegelbildlichen Vektor # mit den Komponenten u;,—u,, u; geben. Beide Vektorpaare
sind durch denselben Deformationstensor miteinander verkniipft:

u=¢g- rsowieu=g-r
oder ausgeschrieben:

Uy =&)X, + &)X, + &3X, Uy =&)X, —EpX, + E3X;

Uy =Ey X+ EyXy +Ex3X;  SOWIE  —Uy = &, X, — EpX, + Ex3X;

Uy = &3 X + EpX, + &35 Uy = E3X) — X, + &3
Sollen alle Gleichungen simultan gelten, ergibt der Vergleich der Koeffizienten &1, = —¢5, & =
—&1, €3 = —&»3 und &3, = —¢&3,, was nur durch g, = & = &3 = &3, = 0 erfiillt werden kann. Mit der

allgemeinen Beziehung &3, = &5 folgt somit fiir den Verzerrungstensor in der Kristallklasse m das
Koeffizientenschema:

& 0 &g,
0 6,0
&y 0 &,

mit nur noch vier unabhéngigen Komponenten. Genauso ldsst sich zeigen, dass eine zweizéhlige
Achse auf dasselbe Koeffizientenschema fiihrt, das mithin fiir alle Kristallklassen des monoklinen
Systems zutreffend ist.

Eine systematische Diskussion aller Kristallklassen fiihrt auf die in Tab. 4.3 zusammengestellten
Koeffizientenschemata, welche die ,,dulere” Symmetrie des Tensors ausdriicken. Dieser durch die
Kristallsymmetrie bedingten dufleren Symmetrie muss auch die Form des Ellipsoids folgen, in das
eine aus dem Kiristall gefertigte Kugel bei einer Temperaturdanderung tibergeht: Im triklinen Kristall-
system ist es ein dreiachsiges Ellipsoid mit beliebiger Orientierung sowohl zu den kristal-
lographischen Achsen als auch zum kristallphysikalischen Koordinatensystem (man beachte, dass
sich die Bezeichnung der Hauptwerte des Tensors als ¢, &, ¢. auf die Hauptachsen des Ellipsoids
bzw. Tensors, nicht jedoch auf die kristallographischen Achsen bezieht). Im monoklinen Kristall-
system haben wir gleichfalls ein dreiachsiges Ellipsoid, doch ist dessen eine Hauptachse parallel zur
kristallographischen b-Achse festgelegt (wobei es sich um eine beliebige der drei Hauptachsen han-
deln kann). Nur so ist die Kristallsymmetrie auch in der Symmetrie des Ellipsoids enthalten. Im
rhombischen Kristallsystem ist es ein dreiachsiges Ellipsoid, dessen Hauptachsen alle drei parallel
zu den kristallographischen Achsen festgelegt sind, so dass die Orientierung des Ellipsoids invariant
ist. Im tetragonalen Kristallsystem bedingt die Symmetrie einer vierzahligen Drehachse ein Ellipsoid
mit zwei gleich langen Hauptachsen; das ist aber ein Rotationsellipsoid (vgl. Bild 4.25). Auch im
trigonalen und hexagonalen Kristallsystem ist nur ein Rotationsellipsoid mit der Symmetrie der drei
bzw. sechszihligen Drehachse vertriglich. (Entsprechendes gilt fiir Drehinversionsachsen 4, 3, 6 ).
Der Symmetrie des kubischen Kristallsystems schlielich kann nur ein Ellipsoid mit drei gleich lan-
gen Hauptachsen geniigen; das ist aber eine Kugel. Im kubischen Kristallsystem sind deshalb die
thermischen Ausdehnungskoeffizienten in allen Richtungen die gleichen. Hinsichtlich der thermi-
schen Ausdehnung verhalten sich die Kristalle des kubischen Kristallsystems isotrop.
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Tabelle 4.3. Gestalt von polaren symmetrischen Tensoren 2. Stufe.

Kristall- Tensorfliche) Symmetrie | Schema der Bezug zu den Anzahl
system des Ten- Komponenten®) | Hauptwerten der unab-
sors?) £ = & héngigen
Kompo-
nenten
Dreiachsiges &, &, &,
Triklin Ellipsoid in beliebiger | mm &, &y x| |- 6
Lage 813 823 833
dreiachsiges Ellipsoid, g, 0 &
Monolzlin“) eine Hauf)tachserl)l zur 0ll Ex O13 £ =&
B#90 b-Achse &, 0 &
mmm 4
dreiachsiges Ellipsoid, & &, 0
y#90° eine Hauptachse Il zur &, &, O £33 =&,
c-Achse 0 0 &
dreiachsiges Ellipsoid, g 0 0 e =,
Rhombisch | Hauptachsen Il - zur a-, | mm 0 &, O £ =& 3
b-und c-Achse 0 0 &) |ez==e
Tetragonal | Rotationsellipsoid, & 0 0
Trigonal Rotationsachse Il zur | oo/mm 0 g 0 En"&TETE |,
Hexagonal c-Achse 0 0 g 3T 8T8
Kubisch Kugel & 0 0
mo 0 ¢ O en=¢ 1
0 0 g,

') Form des aus einer Kugel bei einer Temperaturinderung entstehenden Korpers sowie der im Abschnitt 4.2.3.
behandelten Représentationsflichen des Tensors.

%) Vgl. Abschnitt 4.2.2.

*) Fiir ein orthonormiertes Basissystem entsprechend Tabelle 4.2.

) L#90°% b La;b L c; ,kristallographische” Aufstellung;

y#90°% ¢ L a; ¢ L b; , kristallphysikalische” Aufstellung.

Betrachten wir die Symmetrie eines Rotationsellipsoids oder eines anderen rotationssymmetri-
schen Korpers: Bereits nach einer Drehung um einen infinitesimal kleinen Winkel kommt ein
solcher Korper mit sich zur Deckung. Die betreffende Rotationsachse ist gewissermafien eine
Drehachse mit der Zahligkeit oo, mit welchem Zeichen man eine solche Drehachse symbolisiert.
Die Menge aller Symmetricoperationen eines rotationssymmetrischen Korpers ist unbegrenzt und
bildet eine sog. kontinuierliche Punktgruppe. Ein Rotationsellipsoid hat als Symmetrieelemente
auflerdem noch eine Spiegelebene senkrecht zur Rotationsachse sowie unbegrenzt viele Spiegel-
ebenen, die sich in dieser Achse schneiden, und unbegrenzt viele zweizdhlige Drehachsen senk-

recht dazu. Entsprechend symbolisiert man diese kontinuierliche Punktgruppe mit 2 oder
mm

abgekiirzt «o/mm. Die systematische Untersuchung der Symmetrien anderer rotationssymmetri-
scher Korper (Kegel, Zylinder, Kugel etc. — Bild 4.2) fiihrt auf insgesamt sieben kontinuierliche
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Punktgruppen oder CURIE-Gruppen (Tab. 4.4). Wie die Beispiele der Tabelle zeigen, beschreiben
die kontinuierlichen Punktgruppen die Symmetrie kristallphysikalischer Eigenschaften wie auch
von physikalischen Phinomenen iiberhaupt. Sie werden ferner dazu herangezogen, die Symmetrie
von Texturen, das sind polykristalline Aggregate mit bestimmten bevorzugten Orientierungen der
Kristallite, von fliissigen Kristallen oder von anderen anisotropen Objekten bzw. von deren
Eigenschaften zu charakterisieren.

e ocam
! ' i !
'i 'i 'i |' Bild 4.2. Geometrische Darstellung der
°o/m L2

oo /mm kontinuierlichen Punktgruppen (Curie-
Gruppen).

oo rotierender Kegel (Links- und Rechtsform);

oom (ruhender) Kegel; co/m rotierender Doppel-
kegel; 2 ,,antirotierender* Doppelkegel (Links-
und Rechtsform); oo/mm (ruhender) Doppelke-
w ' w v gel; 200 (um mindestens zwei verschiedene Ach-
sen) rotierende Kugel; m (ruhende) Kugel;
200 mss

vgl. auch Tab. 4.4.

Nach dem NEUMANNSCHEN Prinzip muss die (duBere) Symmetriegruppe einer Eigenschaft
{Gg} die Symmetriegruppe des Kristalls {Gx} enthalten, symbolisch:

(G} 2 1G}

(wobei es sich bei {Gg} um eine kontinuierliche Symmetriegruppe handeln kann). Die Symme-
triegruppe {Gg} einer Eigenschaft kann nicht kleiner sein als die Symmetriegruppe des Kristalls.
Sei {G;} die Gruppe der inneren Symmetrie dieser Eigenschaft, so muss trivialerweise auch
{G:} 2{G,} erfiillt sein. Das von NEUMANN (1833) zunéchst heuristisch benutzte Prinzip wurde

von CURIE (1894) erweitert, indem er auch den Einfluss einer Einwirkung auf die Symmetrie des
Kristalls in die Betrachtung einbezog. Sei {Gy} die Symmetriegruppe der Einwirkung (z. B. eines
Feldes) ohne den Kristall, so wird die Symmetriegruppe {Ggr} des Kristalls in diesem Feld nur
die Symmetrieelemente enthalten, die der Symmetriegruppe {Gr} des Feldes und der Symmetrie-
gruppe {Gx} des Kristalls ohne diese Einwirkung gemeinsam sind, in der Symbolik der Gruppen-
theorie: {Gxr}={Gr}N{Gx} (Durchschnitt). Sei {Ggr} die Symmetriegruppe der Eigenschaft im
Feld, so kann man also schreiben:

G} 2 Gy} =1Gy} N {Gg}s
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Tabelle 4.4. Kontinuierliche Punktgruppen (Curie-Gruppen,).

Vollstdn- | Kurz- | Andere Symbol Inver- |Enan- |Opti- Piezo- | Pyro- Beispiele
diges sym- | gebrduch- |nach sions- tio- sche elektri- | elektri-
Symbol | bol liche SCHOEN- | zentrum | mor- | Akti- zitét zitét
Symbole | FLIES phie vitét
o0 0 C, - + + + + nematischer fliis-
siger Kristall aus
optisch aktiven,
polaren Molekiilen
© oo/m 0 Con + — — - - nematischer fliis-
m S siger Kristall aus
Coi paramagnetischen
Molekiilen
02 002 022 D, - + + + - nematischer fliis-
siger Kristall aus
optisch aktiven
Molekiilen
oom oom oomm Coy - - - + + nematischer fliis-
siger Kristall aus
polaren Molekiilen
© 3 o/mm | com D, + — - — — nematischer fliis-
-2 siger Kristall
e
m
oo/mmm
200 200 0 00 K - + + - - optisch aktive
00 00 00 Flussigkeit
g; mx 000 Ky + - - - - isotrope Fliissig-
m 00 00m keit
00 00 00
mmm

Vollstdndiges Symbol und Kurzsymbol entsprechend den International Tables for Crystallography;
0 = oo/m bezeichnet eine Drehinversionsachse der Ordnung oo; vgl. auch Bild 4.2.

was zusammenfassend als Prinzip von NEUMANN-CURIE, gelegentlich auch als Prinzip von NEU-
MANN-MINNIGERODE-CURIE bezeichnet wird. Die Symmetriegruppe {Ggr} lédsst sich auch als die
Symmetrie des betreffenden kristallphysikalischen Effekts interpretieren, bzw. es kann ganz all-
gemein {Gy} als Symmetrie eines physikalischen Objektes, {Gr} als Symmetrie einer Einwirkung,
{Gkr} als Symmetrie der Anordnung und {Ggr} als Symmetrie der resultierenden Eigenschaft
bzw. des resultierenden Effekts interpretiert werden. Die Symmetriegruppe {Ggr} einer Anord-
nung ist in vielen Fillen deutlich kleiner, sowohl als {Gg} als auch als {Gx} jeweils fiir sich, was
von CURIE als Dissymmetrie bezeichnet wurde. Oft macht diese ,,.Symmetriebrechung* die Beob-
achtung einer Eigenschaft bzw. eines Effekts iiberhaupt erst moglich. Weitere Einzelheiten des
Einflusses der Symmetrie auf kristallphysikalische Eigenschaften haben BRANDMULLER und
WINTER [4.1] ausfiihrlich behandelt (vgl. auch 1. S. SHELUDEV).
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4.2.3. Wirmeleitung

Eine weitere, im Allgemeinen anisotrope thermische Eigenschaft der Kristalle ist ihre Wirmeleit-
fahigkeit oder ihr Warmeleitvermogen. Die Warmeleitfahigkeit bestimmt die Warmemenge O,
die wéhrend der Zeit ¢ durch einen Kristallstab mit dem Querschnitt 4 und der Lange / flief3t,
wenn zwischen seinen Enden eine Temperaturdifferenz AT besteht:

O = AAtAT/L.

Die GroBe A ist eine richtungsabhingige Materialeigenschaft und wird als Wérmeleitzahl, Wirme-
leitfdhigkeitskoeffizient oder kurz als Wirmeleitfihigkeit bezeichnet. Mit der MaBeinheit
W/(m - K) gibt 4 die Warmemenge in Wattsekunden (Joule) an, die in 1 s durch einen Stab von
1 m Linge und 1 m® Querschnitt flieft, wenn die Temperaturdifferenz zwischen den Stabenden
1 K betréigt. Durch Einfiihren der Wirmestromdichte (Warmeflussdichte) j°=Q/A¢ erhilt man:

JC=AAT/ bzw. 1 = jPI/AT.

Die Wirmestromdichte j¢ ist demnach proportional zu A7/I, dem Temperaturgefille (Tempera-
turgradient). Eine aus der Warmeleitfdhigkeit A abgeleitete und deshalb gleichfalls richtungsab-
héngige Eigenschaft ist die Temperaturleitfdhigkeit (Temperaturleitzahl) a = A/pc (mit der Dichte
p und der spezifischen Warmekapazitit c), die hiufig anstelle von 4 bei der Behandlung der
Wirmeleitung benutzt wird.

Tabelle 4.5. Wirmeleitfihigkeit A einiger fester Korper.

Substanz Ain Substanz Ain
W/(m - K) W/(m - K)
Silber 419 NaCl 6,5
Kupfer 20°C | 386 GaP 77
—183°C | 466 InAs 6,7
Nickel 20°C 83,8 SiC 0°C | 71,3
800°C 46,2 100°C | 58,4
CugoNi 20°C 58,4 Al,O4 lec 31,2
(Legierung) 100°C 75,5 (Korund) Il c 38,9
CugoNiyg 20°C 22,6 CaCO; lc 4,2
(Konstantan) 100°C 25,6 (Calcit) e 5,0
Zink le 120,4 H,O0 (Eis) le 0°C 1,9
Il c 124,2 Il e 2,3
Messing 109 Quarz lec 0°C 7,25
Eisen 73,3 100°C 5,58
Wolfram 168 Quarz Il ¢ 0°C | 13,2
Cesium 18,4 100°C 9,03
Germanium 54,2 Quarzglas 1,38
Silicium 136,5 Schamotte 300°C 0,93
Diamant 300K | 5453 1200°C 1,45
55K |3 000 Sand 0,3
Graphit le 355 Microtherm 0,007
Il ¢ 89,4 Luft (zum Vergleich) 0,0256

Die Werte der Tabelle sind unkritisch verschiedenen Quellen entnommen. Werte ohne Temperaturangabe gelten
fiir Zimmertemperatur. 1W/(m - K) = 2,39 - 10~ cal/(cm s grd) = 0,86 kcal/(m h grd).
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In Tab. 4.5 sind die Warmeleitfdhigkeiten einiger Festkorper zusammengestellt. Die groften
Werte erreichen Metalle, nur iibertroffen vom Diamant. Auffillig ist der Riickgang von 4 bei
Legierungen gegeniiber den reinen Komponenten. Ionenkristalle und die iibrigen kovalenten Kris-
talle haben nur eine geringe Wiarmeleitfahigkeit. Charakteristisch ist die bessere Warmeleitfahig-
keit von kristallisierten gegeniiber glasigen Phasen (Si0O,). Vergleichen wir das Wirmeleitvermo-
gen mit der Kristallstruktur, so treffen wir die grofere Wirmeleitfahigkeit in den Richtungen
dichtester Packung und stirkster Bindungskréfte an, z. B. bei Schichtstrukturen parallel zu den
Schichten und bei Kettenstrukturen parallel zu den Ketten.

Die Wirmeleitfahigkeit erweist sich als stark temperaturabhingig: Bei Kristallen nimmt A mit
steigender Temperatur ab; hingegen wichst A bei Glésern, Keramiken etc., aber auch bei Legie-
rungen mit der Temperatur an. Mit abnehmender Temperatur wichst A bei Kristallen z. T. sehr
stark an, um im Bereich von 10...100 K ein Maximum zu durchlaufen, dessen Form und Hohe
empfindlich von der Reinheit, von Baufehlern und anderen Realstrukturerscheinungen abhingt.
Mit Anndherung an den absoluten Nullpunkt verschwindet die Warmeleitfahigkeit bei allen Kor-
pern.

Die experimentelle Bestimmung der absoluten Wérmeleitfdhigkeit ist nicht ganz einfach, wes-
halb in der Literatur differierende Angaben anzutreffen sind. Hingegen stammt von DE SENAR-
MONT (1847) eine einfache Methode, um das relative Warmeleitvermogen festzustellen: Eine
Kristallflache wird mit einer diinnen Wachsschicht iiberzogen und auf das fest gewordene Wachs
die Spitze eines heiflen Nagels gedriickt. Die Spitze wirkt als punktférmige Wéarmequelle, und das
Wachs beginnt von innen nach auflen fortschreitend zu schmelzen. Wenn man den Nagel entfernt
und damit die Warmezufuhr unterbricht, bildet sich beim Wiedererstarren an der Grenze zwischen
geschmolzenem und ungeschmolzenem Wachs eine kleine Wulst, die die Lage der Schmelziso-
therme im Moment des Unterbrechens bezeichnet. Bei anisotropen Kristallen ist das eine Ellipse
(Bild 4.3). Denkt man sich diesen Versuch durch Schnitte in verschiedenen Richtungen auf drei
Dimensionen ergénzt, so gelangt man auf ein im allgemeinen dreiachsiges Ellipsoid, das in den
einzelnen Kristallsystemen denselben Symmetriebedingungen unterliegt wie das Ellipsoid, das bei
der im vorigen Abschnitt behandelten thermischen Ausdehnung aus einer Kristallkugel entsteht
(vgl. Tab. 4.3).

Bild 4.3. Schmelzisotherme in einer Wachsschicht auf einer (010)- Fld-
che von Gips (Kristallklasse 2/m).

Wenden wir uns nun der phdnomenologischen Beschreibung der Warmeleitung durch das Vo-
lumen eines Kristalls (d. h. eines anisotropen Korpers) zu, wie sie in dem Experiment von DE SE-
NARMONT zum Ausdruck kommt: Die oben eingefiihrte Wéarmestromdichte jQ ist ein Vektor, der
die in einer bestimmten Richtung je Zeit und Querschnitt transportierte Warme angibt. Der Tem-
peraturgradient, der den Wérmestrom bewirkt, hat gleichfalls eine bestimmte Richtung, es handelt
sich auch um einen Vektor, welcher als grad T oder VT symbolisiert wird. Die Komponenten die-
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ses Vektors sind die Temperaturgefidlle in Richtung der Koordinatenachsen und werden durch die
betreffenden partiellen Ableitungen 877/6x;, 7/0x,, 61/6x; dargestellt (die Schreibweise der Koor-
dinaten als xy, x,, x3 anstelle von x, y, z ist hinsichtlich der folgenden Summenausdriicke vorzuzie-
hen). Durch seine Komponenten ist der Temperaturgradient folgendermaf3en auszudriicken:

oT or oT

rad T=VI=—e +—e, +—e
£ ' oox, © ox,

mit den Basisvektoren (Einheitsvektoren) e, e,, e; des gewihlten (orthonormierten) Koordinaten-
systems. Im Folgenden wird fiir den Temperaturgradienten das kiirzere Symbol VT bevorzugt (das
Zeichen V symbolisiert die Operation der Gradientenbildung und fiihrt die Bezeichnung Nabla-
operator ).

Die beiden Vektoren j¢ und V7 sind iiber den Tensor der Wirmeleitfihigkeit A linear mitei-
nander verkniipft, symbolisch:

Je=-AVT.

Das negative Vorzeichen resultiert aus der Konvention, dass die positive Richtung des Tempera-
turgradienten V7 von der niedrigeren zur hoheren Temperatur weist, der Warmefluss aber umge-
kehrt von der hoheren zur niedrigeren Temperatur erfolgt. Bedingt durch die Anisotropie der
Wirmeleitfihigkeit, haben die Vektoren j° und —VT im Allgemeinen unterschiedliche Richtungen.
Es handelt sich bei den Vektoren j¢ und V7 (wie auch bei dem vorn zur Beschreibung der
thermischen Deformation eingefiihrten Ortsvektor » und dem Verriickungsvektor #) um polare
Vektoren; das sind Vektoren, die bei einer Umkehr (Inversion) des Koordinatensystems ihr Vor-
zeichen wechseln (im Gegensatz zu axialen Vektoren). Ein Tensor, der — wie der Warmeleitfa-
higkeitstensor A (sowie auch der Verzerrungstensor €) — zwei polare Vektoren miteinander ver-
kniipft, wird (im Unterschied zu anderen Tensoren) als polarer Tensor zweiter Stufe bezeichnet.
Durch die Komponenten des Wirmeleitfahigkeitstensors 4; werden die Komponenten der
Wirmestromdichte j¢ linear mit den Komponenten des Temperaturgradienten 37/3x; verkniipft,

summarisch:
oT
j0 = E -A— i,j=1,2,3.
Ji % ox, J

Aufgrund der physikalischen Natur der Wirmeleitung gilt 4; = 4;, d. h., der Leitfahigkeitstensor A
ist symmetrisch, und die Form des Tensors geniigt in den einzelnen Kristallsystemen gleichfalls
den in Tab. 4.3 aufgefiihrten Symmetriebedingungen.

Die durch ;= 4; dargestellte Symmetrie der Wirmeleitung ist Ausdruck eines allgemeinen,
nach ONSAGER (1931) benannten Symmetrieprinzips, das auch fiir andere Transportvorgénge
(elektrische Leitung, Diffusion) zutreffend ist.

4.24. Darstellung von Tensoren

Am Beispiel des Warmeleitfahigkeitstensors A soll im Folgenden auf die verschiedenen Moglich-
keiten zur graphischen Veranschaulichung eines symmetrischen Tensors 2. Stufe durch Représen-
tationsflachen eingegangen werden.

Den Komponenten A eines symmetrischen Tensors 2. Stufe l4sst sich eine quadratische Form
gemal
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/) Ul Ji

D Axx =1, i,j=1,2,3 A,=2
iJ

zuordnen. Sie stellt die analytische Gleichung fiir eine Fliche 2. Grades dar, die einen sym-
metrischen Tensor unabhéngig vom gewihlten Koordinatensystem charakterisiert (bei einem
schiefsymmetrischen Tensor mit A;# 4; wiirden sich die antisymmetrischen Anteile bei der Sum-
menbildung gegenseitig aufheben und deshalb nicht mit in die quadratische Form eingehen).
Wihlen wir die Hauptachsen des Tensors als Koordinatensystem, so erhélt die quadratische Form
die einfache Gestalt

2 2 2 2 2 2
AX] F A Xy + Apxy = 4,50 + Axs + A x5 =1

mit den Hauptwerten A, = 41, 4, = Ax A. = 433 sowie A; = 0 fiir i # j. Vergleicht man diesen Aus-
druck mit der allgemeinen analytischen Gleichung fiir ein Ellipsoid

xilat + X3+ Xt =1,

so ist unschwer zu erkennen, dass es sich bei der charakteristischen Fliche um ein Ellipsoid
handelt, dessen Hauptachsen die Halbmesser 1/\/7[, ; ]/\//1_,, und ]/\//1_6 haben (Bild 4.4; ein El-
lipsoid entsteht, sofern A,, 4;, 4.> 0 sind; andernfalls wiirde man stattdessen ein einschaliges
oder ein zweischaliges Hyperboloid erhalten). Diese charakteristische Fldche hat dieselbe
Symmetrie wie der Tensor, d. h., bei den wirteligen Kristallsystemen handelt es sich um ein
Rotationsellipsoid und beim kubischen Kristallsystem um eine Kugel; im letzteren Fall ist die
Warmeleitung isotrop.

Wir fragen nun nach der Komponente ;¢ der Wirmestromdichte in Richtung des negati-
ven Temperaturgradienten —V7, welche man beim eingangs angefiihrten Experiment zur
Wirmeleitung durch einen Kristallstab messen wiirde. GemiB der Beziehung ;¢ =4 |VT)|
stellt A, = j2|VT| gewissermaBen die in der Richtung des Temperaturgradienten wirksame

Komponente des Warmeleitfahigkeitstensors A dar, die auch als Projektion des Tensors A auf
den Vektor —VT bezeichnet wird. Setzen wir der einfacheren Schreibweise halber fiir den ne-
gativen Temperaturgradienten —V7'= G und fiir seinen Betrag |[V7| = G, so erhdlt man die

Komponente ;¢ als inneres Produkt des Vektors j¢ mit dem Einheitsvektor G/G:

ersz ’ G/G=ZJ}QGI-=Z/1UG/-G/G’ Lj=1,273,
i ij
mit den Komponenten ;¢ des Vektors j¢ und den Komponenten G; =—37/8x; des negativen Tem-

peraturgradienten G sowie unter Beachtung von ;¢ = ZXUGj , und man hat:

i

2, =j21G=> GGG
iJ

Substituiert man (in einem orthonormierten Basissystem) fiir die Komponenten G; = G cosp; mit
den Winkeln p; zwischen dem Vektor G und den Basisvektoren e; (Richtungskosinus), so ergibt
sich

A = Z/L.j COS P, COSP; .
L
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Bild 4.4. Reprisentationsflichen eines symmetrischen Tensors 2. Stufe.

\§

Dargestellt ist ein Hauptschnitt senkrecht zur x-Achse fiir 1,=1,2 und 1.=3 sowie |G| = 1.
I charakteristische Tensorfliche (Ldnge der Hauptachsen: ]/\/Z =0,91 und 1/\/}7, =0,58; II Einheitskugel (Kreis);

111 charakteristische Fléche des reziproken Tensors (Lange der Hauptachsen \/Z =1,10 und \/Z =1,73;);
1V GroBenellipsoid (Lange der Hauptachsen: 4, = 1,2 und 4, = 3); V Indexflache (Ovaloid).

Substituiert man in gleicher Weise in der obigen quadratischen Form der charakteristischen Fla-
che x=rcosp; (mit denselben Winkeln p;):

_ 2
Z/iy.xl.xj = Zﬂijr COS 0, €08 P,
ij ij

so ergibt der Vergleich mit dem vorigen Ausdruck
A =Ur* bzw. j°=Ghi’,

wobei r den Betrag des zur charakteristischen Flache fiihrenden Ortsvektors r parallel zum Vektor
G darstellt. Tragen wir A, fiir alle Richtungen ab, so erhalten wir die sog. Indexfliche. In dem auf
Bild 4.4 dargestellten Hauptschnitt gilt p; = 90° sowie p, = 90° - p;, und man hat im Hauptachsen-
system

A, = Ay,sin’ p, + A, c08’ p, = A, sin’p, + A cos’ p, = A, + (1, — 4,)cos’ p,

mit den Hauptwerten 4, = A, und A. = 1;33. Letzteres zeigt, dass die Indexfliche im Allgemeinen
kein Ellipsoid ist. Trotzdem geniigt sie den gleichen Symmetriebeziehungen wie die charakteristi-
sche Flache und kann wie diese als Reprisentationsflache des Tensors dienen. In den wirteligen
Kristallsystemen ist die Indexflédche ein Rotationskdrper, und wir haben dann dementsprechend:

A, =2 sin’p, + A cos’p, = A, + (A — A, )cos’p,

mit 4, =4, =4, und 4, =4, sowie dem Winkel p. = p; zur c-Achse (Rotationsachse).
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Durchléuft der Einheitsvektor G/G alle Richtungen, so beschreiben seine Endpunkte eine Ku-
gel, d. h., seine Komponenten G,/G erfiillen im Hauptachsensystem die Bedingung:

(GY/G)* + (GG + (G5/GY = 1.

Substituieren wir j° = A,G,, jZ = 4,G,, j¢ = A.G, , so erhalten wir mit:
GLIGY AL+ (jIG) 12, + (j2IG) A2 =1

die Gleichung eines Ellipsoids mit den Halbmessern 4,, 4, und A., das der Indexfldche einge-
schrieben ist und dessen Oberfliche durch die Endpunkte der Vektoren j/G beschrieben wird
(vgl. Bild 4.4). Es wird als Grifienellipsoid bezeichnet und kann gleichfalls als Reprisentations-
flache des Tensors benutzt werden.

SchlieBlich kann man — analog zur elektrischen Leitung — der Warmeleitfahigkeit einen Wr-
mewiderstand gegeniiberstellen. Bei einem isotropen Korper hat man: /¢ = G/w bzw. G = wj mit
dem Wirmewiderstand w = 1/4 als dem Reziproken der Wiarmeleitfahigkeit 1. Bei einem aniso-
tropen Korper ist der Warmewiderstand w (wie auch die Warmeleitfahigkeit &) ein polarer Tensor
zweiter Stufe, der die beiden Vektoren G und j¢ miteinander verkniipft, symbolisch:

G=wj° bzw. G =) w,j° fir ;=123
J

(mit G = -VT bzw. G, = — 0T/0x;; der Summationsindex j ist nicht zu verwechseln mit den Kom-
ponenten ;¢ !). Definieren wir zu einem gegebenen Tensor A einen reziproken Tensor A gemiB

A'A=E (Einheitstensor) bzw. » A."4 =5,
k

i

mit §; = 1 fiir i = j und §;; = 0 fiir i # j (KRONECKER-Symbol), so gilt mit 72 =G auch:
VZ=2"0"G=6G.
Ein Vergleich mit G = ij zeigt, dass dann auch Vi=w gelten muss; d. h., der Warmewider-

standstensor w ist der reziproke Tensor des Wirmeleitfahigkeitstensors A und umgekehrt, (denn
esist (") =i =w"). Die Hauptwerte beider Tensoren sind einander reziprok:

Wo = 14wy = 1/Ay; w.= 1/4..

In einem anderen als dem Hauptachsensystem ist zur Bestimmung der Tensorkomponenten wy;
aus den 4; ein System linearer Gleichungen zu 18sen, was darauf hinauslduft, die zur Matrix der 4;
inverse Matrix zu bilden. Das geschieht nach dem Schema

i+ AL
D A
ij
| 44

Im Nenner steht die Determinante der Matrix der A;;, und Aﬁ soll eine Unterdeterminante symbo-

{7k}

lisieren, die man aus letzterer durch Streichen der j-ten Zeile und der i-ten Spalte bildet, also z. B.

Ay Ay A
/ Ay Ay Ay
Ay A s

Ay s
ﬂ“Zl 1’23

Wy :_‘



280 4. Kristallphysik

Nach demselben Schema ist tibrigens bei der Matrixdarstellung von Symmetrieoperationen die
Matrix zur Darstellung der inversen Symmetrieoperation zu bilden (vgl. Abschn. 1.5.2.).

Auch dem Wirmewiderstandstensor w kann man geméB } w;xx; eine quadratische Form zu-
ordnen, welche seine charakteristische Fldche darstellt. Im Hauptachsensystem hat diese quadrati-
sche Form die Gestalt:

2 2 2 2 2 2
W XT WX + WXy = wx] +wx; +wxs =1,

d. h., es handelt sich um ein Ellipsoid, dessen Hauptachsen die folgenden Halbmesser haben:

Auch dieses Ellipsoid kann zur Darstellung sowohl des Tensors w als auch des Tensors A heran-
gezogen werden (vgl. Bild 4.4).

Nun 148t sich noch zeigen (vgl. z. B. W. KLEBER/K. MEYER/W. SCHOENBORN), dass beim zu-
vor geschilderten Wiarmeleitungsversuch von DE SENARMONT mit einer punktféormigen Wérme-
quelle die Isothermen (die sich als Schmelzwulst abzeichnen — vgl. Bild 4.3) die Gestalt der zu-
letzt genannten, zum Warmewiderstandstensor gehorenden charakteristischen Fliache haben. Das
Verhiltnis der Hauptachsen der Schmelzellipse gibt demnach das Verhéltnis der Wurzeln aus den
betreffenden Warmeleitfahigkeiten an. Wenn man beispielsweise einen solchen Schmelzversuch
auf einer Prismenfliche von Graphit (Kristallklasse 6/mmm) ausfiihrte, so wiirde man eine

Schmelzellipse beobachten, deren Hauptachsen im Verhiltnis 1:2 = \/Z : \//17 = M : \/Z stehen,
d. h., die Wirmeleitfahigkeiten stehen im Verhéltnis 4,: 4, =4,: 4, =1:4.

Die Wirmeleitfahigkeit von Graphit ist also ausgeprdgt anisotrop, wobei man die groBere
Wirmeleitfahigkeit senkrecht zur c-Achse, also parallel zu den Schichten in der Struktur (vgl.
Bild 2.19) beobachtet. Im Bild 4.3 verhalten sich die Halbmesser der Schmelzellipse wie 1 : 0,8,
was einem Verhéltnis der betreffenden Hauptwérmeleitfahigkeiten von 1 : 0,64 entspricht.

4.3. Elektrische Eigenschaften von Kristallen

4.3.1. Elektrische Leitung

Die elektrische Leitung in Kristallen wird phdnomenologisch durch denselben Formalismus be-
schrieben wie die Wirmeleitung. Anstelle der Warmestromdichte /€ tritt jetzt der Vektor der elek-
trischen Stromdichte j (elektrischer Strom pro Fliache), anstelle der Temperatur T das elektrische
Potential ¢, die beide durch den Tensor der elektrischen Leitfédhigkeit ¢ (anstelle des Wérmeleit-
fahigkeitstensors A) verkniipft sind, so dass wir zu schreiben haben:

j=—cVep bzw. j =—ZO'I.]8—¢ fir i,j=1,23
T dx;
mit dem Gradienten des elektrischen Potentials Vo = grad ¢ (die Komponenten j; sind vom Sum-
mationsindex’ zu unterscheiden). Nun stellt aber der (negative) Gradient des elektrischen Poten-
tials die elektrische Feldstirke E =-Vg dar, ein Vektor mit den Komponenten E; = —8¢/dx;. Die
vorige Beziehung geht dann iiber in:
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j=cE bzw. j = ZO'ij
j

mit den Komponenten o; des Leitféhigkeitstensors 6. Wie bei der Wérmeleitfahigkeit handelt es
sich um einen polaren symmetrischen Tensor 2. Stufe (c; = 6;), der in den einzelnen Kristallsys-
temen gleichfalls den in Tab. 4.3 aufgefiihrten Symmetriebedingungen geniigt. In einem anisotro-
pen Kristall sind im Allgemeinen die Vektoren E (Feldstdrke) und j (Stromdichte) nicht parallel.
Wollen wir die Feldstérke E in Abhéngigkeit von der Stromdichte j ausdriicken, so ist anstelle des
Wirmewiderstandstensors w der Tensor des elektrischen Widerstandes p einzusetzen, und wir
erhalten:

E=pj bzw. E :Zpijji
J

als kristallphysikalische Formulierung des OHMschen Gesetzes; es gilt p =6 '; der Widerstands-
tensor p ist der reziproke Tensor des Leitfdhigkeitstensors 6 (und umgekehrt).

Die elektrische Leitfédhigkeit von Kristallen variiert innerhalb ungewohnlich weiter Grenzen. So
betréigt die Leitfahigkeit von metallischem Silber, einem guten metallischen Leiter, 6 - 10" (2 - m) ',
die Leitfihigkeit von Quarz, einem Isolator, betrigt hingegen senkrecht zur c-Achse nur 3 - 107"
(Q - m) . Das ist ein Unterschied von 22 GréBenordnungen! Neben den metallischen Leitern [Leit-
fahigkeiten 10°...10° (Q- m)™'] und den Isolatoren [Leitfahigkeiten 10>°...107"° (Q - m) '] gibt es die
Halbleiter mit Leitfihigkeiten von 10°...10° (Q - m) . Die Leitfahigkeit von Metallen nimmt bei
tiefen Temperaturen noch betréchtlich zu. Reine Metalle erreichen dabei einen Restwiderstand von
10 Q- m, d. h. eine Leitfahigkeit von 10" (Q - m)". SchlieBlich ist mit dem Phanomen der Supra-
leitung, die bei einer Reihe von Substanzen bei sehr tiefen Temperaturen eintritt, eine Erhéhung der
Leitfahigkeit um bis zu weiteren zehn Groenordnungen verkniipft.

Der Transport von Ladungen durch einen Leiter kann durch Elektronen oder durch Ionen er-
folgen. Die gute Leitfahigkeit der Metalle wird durch (quasi) freie Elektronen bewirkt (vgl. wei-
terfithrende Literatur).

Die Leitung durch Ionen spielt bei Festkdrpern meist nur eine untergeordnete Rolle. Sie erfolgt
durch eine Diffusion von Ionen durch den Kristall, fiir die meist betrdchtliche Aktivierungsener-
gien erforderlich sind (vgl. Abschn. 3.3.1.), und wird von elektrolytischen Erscheinungen beglei-
tet. Ionenkristalle, wie NaCl, haben bei Zimmertemperatur eine lonenleitfihigkeit von nur rd.
10 (- m) ", die mit steigender Temperatur allerdings betrichtlich zunimmt.

Es gibt jedoch auch Festkorper mit aulergewohnlich grofen Ionenleitfahigkeiten, die (bei Zim-
mertemperatur) die GroBenordnung von 1 (Q - m) ' erreichen und damit den fliissigen Elektrolyten
vergleichbar sind. Sie werden als Festkorperelektrolyte (auch Superionenleiter) bezeichnet. Der zuerst
bekannt gewordene Festkorperelektrolyt ist Silberiodid, Agl; es kristallisiert unterhalb 146 °C in der
(hexagonalen) Wurtzistruktur (Bild 2.37) und hat eine (ausschlieBlich von den Ag'-Tonen getragene)
Leitfihigkeit von rd. 1072 (Q - m) . Oberhalb 146 °C erfolgt ein Ubergang in eine kubische Phase,
wobei die Leitfihigkeit um vier GroBenordnungen auf iiber 100 (Q2 - m)™' anwichst. In dieser Phase
besetzen nur die Iodionen feste Positionen, zwischen denen sich die Silberionen quasi fliissigkeitsartig
bewegen. — Der beste bisher bekannte Superionenleiter bei Zimmertemperatur ist die Verbindung
RbAg,I5 mit 20 (Q - m)™'. Von groBem Interesse als Festkorperelektrolyt fiir Na™-Ionen ist das Na-B-
Aluminiumoxid, das chemisch annéhernd der Formel Na,O-11AlL,0; entspricht. Seine Struktur be-
steht aus Schichten von y-Al,Os, die durch einzelne Sauerstoffbriicken fest miteinander verbunden
sind, wihrend sich die Na'-Tonen in dem verbleibenden Raum dieser Zwischenschicht leicht bewegen
konnen. Festkorperelektrolyte werden in elektrochemischen Batterien, fiir elektrochemische Sensoren,
als Membranen in Brennstoft- und elektrolytischen Zellen u. a. m. angewendet.
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4.3.2. Elektrische Polarisation, Pyroelektrizitit, Ferroelektrizitit

Steht ein elektrisch nicht leitender Korper, der in diesem Zusammenhang als Dielektrikum be-
zeichnet wird, unter der Einwirkung eines elektrischen Feldes, so verschieben sich die in dem
Korper enthaltenen elektrischen Ladungen; er wird polarisiert. Da es in einem Nichtleiter, im
Gegensatz zu einem Leiter, keine frei beweglichen Ladungstrager gibt, konnen die Ladungen nur
so weit aus ihrer Gleichgewichtslage verschoben werden, bis die dabei auftretende riicktreibende
Kraft derjenigen entspricht, die durch das elektrische Feld ausgeiibt wird. Da positive und nega-
tive Ladungen in entgegengesetzter Richtung verschoben werden, entstehen im Innern des Kris-
talls elektrische Dipole, und an den in Feldrichtung gegeniiberliegenden Oberfldchen treten ent-
gegengesetzte Ladungen in Erscheinung, die jedoch nicht abgeleitet werden konnen: Der Kristall
trdgt auch makroskopisch ein Dipolmoment. Das makroskopische Dipolmoment pro Volumen
wird als Polarisation bezeichnet. Zur Polarisation konnen drei Mechanismen beitragen: die Ver-
schiebung der Elektronenhiillen gegeniiber den Atomkernen, die gegenseitige Verschiebung von
Ionen und eine Orientierung bereits vorhandener molekularer Dipole.

Bei einem isotropen Korper erhdlt man die Polarisation P unter Einwirkung einer elektrischen
Feldstirke E als:

P =¢gy°E.

Hierbei ist y° die dielektrische Suszeptibilitiit und stellt eine Materialeigenschaft des Dielektri-
kums dar; ¢, ist die elektrische Feldkonstante oder Dielektrizitatskonstante des Vakuums
[eo=8,854 - 10> A + s/(V + m)], durch deren Einfiigung man ° als dimensionslose Zahl erhilt; £
bezeichnet die (makroskopische) elektrische Feldstirke im Dielektrikum. Bei einem anisotropen
Korper ist zu beriicksichtigen, dass einem Dipolmoment eine Richtung zugeordnet ist: Es ist ein
Vektor. Damit ist auch die Polarisation P (ebenso wie die elektrische Feldstirke E) ein Vektor.
Die Suszeptibilitdt wird als anisotrope Materialeigenschaft, die zwei Vektoren miteinander ver-
kniipft, durch einen (polaren) Tensor (2. Stufe) dargestellt, symbolisch:

J

P=¢,x°E bzw. fiir die Komponenten P, = goz ZiE; .
j

Der Tensor der dielektrischen Suszeptibilitét * ist symmetrisch (y; = ;) und hat im Allgemei-

nen sechs unabhédngige Komponenten, die in den einzelnen Kristallsystemen den in Tab. 4.3 auf-
geflihrten Symmetriebeziehungen geniigen.

Polarisation und Suszeptibilitit werden haufig durch Kapazititsmessungen erschlossen: Fiillt
man den Raum zwischen den Platten eines Kondensators mit einem Dielektrikum aus, so erhdht
sich seine Kapazitit. Das Verhiltnis der Kapazitit des mit einem Dielektrikum gefiillten Konden-
sators zu der des leeren Kondensators (im Vakuum) wird als Dielektrizititszahl oder relative Di-
elektrizitdtskonstante ¢, bezeichnet. Daneben gibt es die absolute Dielektrizititskonstante oder
Permittivitit ¢ = gge,. Suszeptibilitit y° und &, bzw. ¢ hingen im isotropen Fall wie folgt zusammen
(vgl. Lehrbiicher der Physik):

X =e-1=¢g—1.

Auch ¢, und ¢ sind Materialeigenschaften, die bei einem anisotropen Korper durch einen (polaren)
symmetrischen Tensor (2. Stufe) darzustellen sind; fiir die betreffenden Tensorkomponenten gilt
der Zusammenhang:

Xy =&y =0y =6,/8 =9,

i
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mit 6; = 1 fiir i =j und J; = 0 fiir i # j (KRONECKER-Symbol). Beide Tensoren stellen gemaf:
D=¢E=¢cE

die Beziehung zwischen dem Vektor der elektrischen Feldstirke E und der dielektrischen Ver-
schiebung D = ¢yE + P her.

Bei den meisten Kristallen hat &, Werte zwischen 1 und 100. Bei einer reinen Verschiebungs-
polarisation héngt ¢, mit der im Abschn. 2.3.5. erwdhnten Polarisierbarkeit der Atome bzw. Ionen
des Kristalls zusammen (vgl. Lehrbiicher der Physik).

Aus der Proportionalitdt von P und E folgt, dass die Polarisation bei Wegnahme des Feldes
wieder verschwindet. Nun gibt es jedoch Kristalle, die aufgrund ihrer Struktur auch dann eine
Polarisation aufweisen, wenn kein dufleres Feld auf sie einwirkt. Wie kann man sich diese spon-
tane Polarisation erkliren? Bei allen Verbindungen mit einer gewissen lonizitdt (vgl. Abschn.
2.5.2.1.) treten zwischen den verschiedenartigen Atomen bzw. Ionen Dipolmomente auf. Man
kann sich ohne weiteres vorstellen, dass ein kleines Volumenelement eines NaCl-Kristalls, das
gerade ein Na- und ein Cl-lon enthilt, eine betrdchtliche Polarisation aufweist. Aufgrund der
Symmetrie der NaCl-Struktur heben sich aber alle Dipolmomente einer Elementarzelle gegensei-
tig auf; die resultierende Polarisation wird null. Eine makroskopische spontane Polarisation ist
aufgrund der Kristallsymmetrie nur in solchen Strukturen moglich, die durch eine singuldre
(polare) Richtung ausgezeichnet sind. Das sind solche Richtungen, denen als morphologische
Form ein Pedion zugeordnet ist. Damit entfallen von vornherein alle Kristallklassen mit einem
Symmetriezentrum sowie alle kubischen Kristallklassen; aber auch in Kristallklassen wie 222, 4
etc. kann keine spontane Polarisation auftreten. Die verbleibenden zehn ,,polaren oder ,,pyroelek-
trischen® Kristallklassen, in denen also (mindestens) ein Pedion auftritt, sind in Tab. 4.6 mit den
fiir die spontane Polarisation mdglichen Richtungen zusammengestellt. AuBlerdem kann eine
spontane Polarisation auch in polykristallinen Korpern (z. B. Keramiken) aus polaren Kristallen
auftreten, wenn deren Textur eine polare Richtung auszeichnet.

Tabelle 4.6. Kristallklassen mit Pyroelektrizitdt.

Punktgruppen') Komponenten der Richtung
spontanen Polarisation®)
1 Py, Py, Py jede Richtung
m P, P; L zur b-Achse (d. h. in der Spiegelebene)
2 Py Il zur b-Achse (d.h. Il zur zweizihligen
| Drehachse)
mm?2
3,3m
4, 4mm Py Il zur c-Achse
6, 6mm
0, oom

") EinschlieBlich der kontinuierlichen Punktgruppen (Texturen mit Pyroelektrizitit).
%) Entsprechendes gilt fiir den Vektor der pyroelektrischen Koeffizienten.

Prinzipiell sollte ein Kristall, der eine spontane Polarisation aufweist, an den polaren Enden
eine elektrostatische Ladung zeigen. Diese Ladung wird jedoch infolge unvollstindiger Isolation,
Adsorption geladener Partikel usw. kompensiert und lésst sich nicht ohne weiteres feststellen.
Hingegen éndert sich der Wert der spontanen Polarisation bei einer Anderung der Temperatur.
Das bedeutet eine zusétzliche Verschiebung von Ladungen, die als pyroelektrischer Effekt an den
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polaren Enden des Kristalls unmittelbar nach der Temperaturdnderung nachgewiesen werden
konnen. Der Effekt wurde durch AEPINUS (1756) am Turmalin (Kristallklasse 3m) entdeckt.

Der pyroelektrische Effekt lasst sich folgendermaflen nachweisen: Ein Turmalinkristall wird auf
ca. 120 °C erwarmt und wihrend des Abkiihlens (in trockener Luft) durch einen Baumwollbeutel
mit einem feingepulverten Gemisch von Schwefel und Mennige bestiubt. Durch Reibung laden
sich die Schwefelteilchen negativ, die Mennigeteilchen positiv auf: Die gelben Schwefelteilchen
haften deshalb am positiv geladenen, die roten Mennigeteilchen am negativ geladenen Ende des
Kiristalls. Beim Erwarmen kehrt sich der Effekt um. AEPINUS bezeichnete das sich beim Erwédrmen
positiv aufladende Ende als das analoge, das andere als das antiloge Ende des Kristalls.

Heute bevorzugt man fiir einen raschen qualitativen Test eine Abkiihlung mit fliissiger Luft:
Der zu untersuchende Kristall wird auf einem Metall-Loffel kurz in fliissige Luft getaucht; sind
Ladungen entstanden, dann haftet der Kristall anschlieBend am Loffel; in freier Atmosphére kon-
densieren Eispartikel so auf dem Kristall, dass sie Fiden in Richtung der elektrischen Feldlinien
bilden. Zur quantitativen Messung des pyroelektrischen Effekts bedient man sich heute elektrody-
namischer Methoden nach der Anwendung kurzer Wéarmeimpulse.

Allerdings stellt sich dem einwandfreien Nachweis der Pyroelektrizitit eine systematische
Schwierigkeit entgegen. Die Beobachtung des ,,wahren* oder primédren pyroelektrischen Effekts
ist an die Bedingung konstanten Volumens gebunden, die sich experimentell kaum verwirklichen
lasst. Bei einer Erwérmung unter konstantem Druck wird der primédre Effekt infolge der thermi-
schen Deformation durch einen piezoelektrischen Effekt (Abschn. 4.3.3.) iiberlagert. Mit Sicher-
heit kann man daher beim Auftreten pyroelektrischer Erscheinungen nur folgern, dass die betref-
fende Kristallart kein Symmetriezentrum besitzt. Umgekehrt ist es aber nicht zuldssig, aus dem
Ausbleiben pyroelektrischer Erscheinungen auf das Vorliegen eines Symmetriezentrums zu
schlielen, da ja die Moglichkeit besteht, dass der Effekt fiir den Nachweis nur zu schwach ist.

Die phéanomenologische Beschreibung des pyroelektrischen Effekts erfolgt (sowohl fiir den
priméren als auch fiir den zusammengesetzten Effekt) mit Hilfe eines pyroelektrischen Koeffizien-
ten p, der die Anderung der (spontanen) Polarisation AP (einem Vektor) mit der Anderung der
Temperatur AT (einem Skalar) verkniipft und deshalb selbst einen Vektor darstellt:

AP =pATbzw. AP; = p,AT

mit den betreffenden Vektorkomponenten AP; bzw. p;. Die Komponenten p; lassen sich in der
Form:

pi=0P,/ oT

ausdriicken und stellen eine Materialeigenschaft dar. Mit Ausnahme der Kristallklassen 1 und m
gibt es jedoch nur eine Komponente p; = p in Richtung der c-Achse (bei der Kristallklasse 2 in
Richtung der b-Achse), so dass wir es dann tatsdchlich mit jeweils nur einem pyroelektrischen
Koeffizienten zu tun haben.

Turmalin hat (bei Zimmertemperatur) einen pyroelektrischen Koeffizienten p=3,8
10°° As/(m* + K). Pyroelektrika finden technische Anwendungen in Detektoren fiir Wirmestrah-
lung, Laserkalorimetern und anderen thermoelektrischen Messgerdten, wozu man Kristalle mit
moglichst groBen pyroelektrischen Koeffizienten heranzieht, wie Triglycinsulfat (TGS),
p=02-10" As/(m* - K), Lithiumniobat LiNbO; p = 0,083 - 10° As/(m” - K), Strontiumbarium-
niobat (Sr,Ba)NbO; (SBN), Mischkristall, p bis 3 - 107 As/(m2 - K), Bleilanthanzirkontitanoxid
(Pb,La)(Zr, Ti)O; (PLZT), Mischkristall-Keramik; p bis 1,7 - 10~ As/(m” « K).

Die spontane Polarisation selbst hat einen Betrag P, der beispielsweise bei den in neuerer Zeit
vielfach untersuchten Alkali- und Erdalkaliniobaten 0,1...1 As/m’ betrigt. Wollten wir dieselbe
Polarisation mit einem von auen angelegten elektrischen Feld induzieren, so ergibt die Abschit-
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zung (mit & = 10 ... 100), dass hierzu eine Feldstirke in der GréBenordnung von 10° V/m nétig
wire! Diese enormen Feldstirken sind auch als ,,innere Felder” interpretiert worden, die in einem
Pyroelektrikum herrschen, wobei eine derartige Betrachtungsweise allerdings problematisch ist.

Der Betrag der spontanen Polarisation P nimmt mit steigender Temperatur im Allgemeinen ab,
woraus eben der pyroelektrische Effekt resultiert. Die Anderung der spontanen Polarisation in-
folge einer Temperaturdnderung von 1 K hat immerhin einen Betrag, der einer angelegten elektri-
schen Feldstirke in der GroBenordnung von 10° V/m entspriiche. Auch der Betrag des pyroelek-
trischen Koeffizienten p nimmt mit steigender Temperatur im Allgemeinen ab.

Tabelle 4.7. Einige ferroelektrische Kristallarten.

Substanz Kristallklasse der ~ Kristallklasse CURIE-
ferroelek- der paraelek- Temperatur
trischen Phase trischen Phase in °C

Bariumtitanat BaTiO, 4mm " m3m 120

Lithiumniobat LiNbO3 3m Im 1140

Bariumnatriumniobat

(Banana) Ba,NaNbsO,s 4mm ? A/mmm 570

Strontiumbariumniobat

(SBN) Sr;_,Ba,Nb,Og 4mm A/mmm 20...100 ¥

Gadoliniummolybdat

(GMO) Gd,(M00,); mm?2 42m 159

Kaliumdihydrogenphosphat

(KDP) KH,PO, mm2 42m —-150

Kaliumdideuteriumphosphat

(KD*P) KD,PO, mm?2 42m -60

(TGS) Triglycinsulfat 2 2/m 47

Kaliumnatriumtartrat (Seignettesalz) 2 222 24.-16Y

Bleigermanat (BGO) PbsGe;0y; 3 6 178

! BaTiO; zeigt weitere Phaseniibergiinge bei 5 °C (nach mm2) und bei —80 °C (nach 3m); auch diese Phasen sind
ferroelektrisch.

% Ba,NaNb;O,;s zeigt einen weiteren Phaseniibergang bei 300 °C (nach mm2); auch diese Phase ist ferroelektrisch.

? In Abhingigkeit von der Zusammensetzung fiir den Bereich x=0,25...0,75

 Es gibt einen oberen und einen unteren CURIE-Punkt, unterhalb —16 °C geht Seignettesalz wieder in eine paraelek-
trische Phase (Kristallklasse 222) iiber.

Eine spezielle Gruppe pyroelektrischer Kristalle sind die ferroelektrischen (seignetteelektri-
schen) Kristalle. Sie zeichnen sich gegeniiber den gewohnlichen Pyroelektrika dadurch aus, dass
die Orientierung ihrer spontanen Polarisation durch ein angelegtes elektrisches Feld in eine andere
Richtung (meist in die Gegenrichtung) umgeklappt werden kann. Das bedeutet, dass die Teile der
Kristallstruktur, von denen die Polarisation ausgeht, einem Umklappvorgang unterliegen, der die
Orientierung der Struktur beziiglich der Richtung der spontanen Polarisation umkehrt. Beim Sei-
gnettesalz, an dem die Ferroelektrizitit entdeckt wurde, und einer Reihe anderer Verbindungen,
wie KDP und TGS (Tab. 4.7), ist die spontane Polarisation auf unsymmetrische Wasserstoff-
Briickenbindungen O—H...O zuriickzufiihren, die ein Dipolmoment besitzen. Das ,,Umpolen* wird
durch eine Umordnung der Protonen in den Briickenbindungen erreicht, so dass das resultierende
Dipolmoment dann umgekehrt gerichtet ist. Bei den ferroelektrischen Oxidverbindungen (Tita-
nate, Niobate, Tantalate) kommt die spontane Polarisation durch eine Unsymmetrie (Dissymme-
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trie) der Koordinationspolyeder zustande, die die Sauerstoffionen um die Kationen bilden. Ein
instruktives Beispiel bietet das Lithiumniobat LiNbOs, dessen Struktur sich formal vom Perow-
skittyp CaTiO; (vgl. Bild 2.45) herleiten ldsst: Anstelle des Ca tritt Li, und anstelle des Ti tritt Nb,
doch sind die Positionen der lonen gegeniiber denen in der idealen kubischen Perowskitstruktur
derart verschoben, dass nur noch eine trigonale Symmetrie verbleibt und die polare Kristallklasse
3m resultiert. Man kann die Struktur des LiNbO; auch als Ketten von iiber Flichen verkniipften
Oktaedern aus Sauerstoffionen beschreiben, die sich in Richtung der c-Achse erstrecken
(Bild 4.5). Im Innern dieser Sauerstoffoktaeder befinden sich die Kationen, wobei sie jedoch eine
Lage auBerhalb des Oktaederzentrums einnehmen. Insbesondere die Li-lonen nehmen eine so
stark azentrische Lage ein, dass sie eigentlich nur noch einseitig von drei O-lonen koordiniert sind.
Die Polaritdt der Struktur des LiNbO; kommt im Bild 4.5¢ deutlich zum Ausdruck. Beim Um-
polen treten die Li-Ionen durch die benachbarte O-Schicht hindurch auf deren andere Seite, so
dass sich die Polaritit umkehrt (Bild 4.5d). Es ist verstdndlich, dass dieses Umpolen im Fall des
LiNbO; durch ein elektrostatisches Feld erst bei relativ hohen Temperaturen (iiber 1100 °C) vor-
genommen werden kann, wenn die Liicken in der O-Schicht durch starke Warmeschwingungen
Laufgeweitet” sind; bei tieferen Temperaturen ist die Polaritét ,,eingefroren* und nicht ohne weite-
res umzukehren.
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Bild 4.5. Struktur von Lithiumniobat LINbO3 nach ABRAHAMS et al. [4.2].

a) Elementarzelle (idealisiert; Projektion in Richtung der c-Achse; Li und Nb liegen iibereinander);

b) Folge von verzerrten Koordinationsoktaedern in Richtung der c-Achse; ¢) Schema der Anordnung der Ionen und
Richtung der spontanen Polarisation; die ausgezogenen Linien stellen die Ebenen dar, in denen die O-Ionen ange-
ordnet sind; d) Schema der Anordnung der Ionen nach dem Umpolen; ¢) Schema der Anordnung in der paraelektri-
schen Phase.

Betrachten wir noch einmal den Vorgang der ,,Umpolung® von Ferroelektrika phdnomenolo-
gisch, indem wir den Betrag der Polarisation P gegeniiber dem der angelegten Feldstirke E auf-
tragen (Bild 4.6). Beginnen wir beim Punkt / mit der spontanen Polarisation —P, und legen in der
entgegengesetzten Richtung ein allmédhlich wachsendes Feld an, so dndert sich die Polarisation
zunichst praktisch nicht. Bei einer gewissen Feldstirke, die neben der Substanz von der Tempera-
tur und anderen Parametern abhéngt, geschieht die Umpolung, und die Polarisation erreicht sehr
rasch den Wert +P,. Bei weiterer Erhhung des Feldes dndert sich die Polarisation praktisch nicht
mehr; denn der zur Feldstirke proportionale Betrag der Verschiebungspolarisation ist um Gro-
Benordnungen geringer und ldsst sich in dem betrachteten Maf3stab nicht darstellen. Bei einer
Abnahme des Feldes bleibt wiederum die spontane Polarisation +P, erhalten, bis bei einer ent-
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sprechenden negativen Feldstirke das Umpolen in die erste Richtung erfolgt. Diese Hysterese der
Polarisation gegeniiber der Feldstirke ist der ferroelektrische Effekt und entspricht formell der
Hysterese der Magnetisierung gegeniiber einem angelegten Magnetfeld bei den Ferromagnetika
(vgl. Abschn. 4.5.2.).

P
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5 -1 Bild 4.6. Hysterese der Polarisation P gegeniiber der Feld-
stirke E bei Ferroelektrika.

Der Umstand, daf sich Ferroelektrika durch ein elektrisches Feld umpolen lassen, weist darauf
hin, dass die Struktur gegeniiber den damit verbundenen Verdnderungen nicht sehr stabil sein
kann. In der Tat treten bei Ferroelektrika hiufig Phaseniibergénge auf, die mit Verdnderungen
dieser weniger stabilen Relationen in der Struktur verkniipft sind. Typisch fiir Ferroelektrika ist
ein Phaseniibergang in eine Hochtemperaturphase mit héherer Symmetrie, in der die spontane
Polarisation entfillt. In Analogie zu den Ferromagnetika nennt man die Ubergangstemperatur
CURIE-Temperatur und die Hochtemperaturphase die paraelektrische Phase. Sie ist z. B. beim
LiNbO; dadurch gekennzeichnet, dass die Li-Ionen durch die bei hoherer Temperatur geniigend
groBen Liicken in der benachbarten Sauerstoffschicht hindurchschwingen; ihre Position liegt da-
mit (im zeitlichen Mittel) innerhalb der Sauerstoffschicht (s. Bild 4.5 ¢). Die hohere Symmetrie
dieser Anordnung ist sofort zu erkennen.

In theoretischen Ansdtzen der Festkorperphysik wird in diesem Zusammenhang die Frequenz
dieser Schwingungen in der paraelektrischen Phase mit abnehmender Temperatur verfolgt. Das
Potential fiir diese sog. ,,weichen* Schwingungsmoden (engl. soft mode) erhdlt durch anharmoni-
sche Beitrdge mit Anndherung an die CURIE-Temperatur eine solche Form, dass die Frequenz der
betreffenden Mode gegen Null geht und die Schwingung bei der CURIE-Temperatur gewisserma-
en in einer polaren Position ,.erstarrt”. Mit derartigen strukturellen Instabilitdten, die den Charak-
ter kritischer Phdnomene (vgl. Abschn. 3.3.2.) tragen, hingt es auch zusammen, dass in der Um-
gebung der Curie-Temperatur die Polarisierbarkeit besonders grofl wird, und zwar nicht die der
Einzelionen, sondern die von bestimmten Gruppierungen in der Struktur. Die Folge sind anomal
groBe Werte fiir die Dielektrizititskonstante (Werte von 10° und mehr! Bild 4.7) sowie fiir elek-
trooptische, nichtlineare optische und piezoelektrische Koeffizienten, weshalb die Ferroelektrika
als Medien fiir eine ganze Reihe von Anwendungen (Ultraschallgeber, akustische und optische
Frequenzvervielfacher, dielektrische Verstirker, akustische und optische Frequenzmodulatoren,
elektrooptische Modulatoren und Schalter u. a. m.) eine auBerordentlich wichtige Rolle spielen.

Der Ubergang der paraelektrischen in die ferroelektrische Phase vollzieht sich unter normalen
Bedingungen nun nicht in der Weise, dass aus einem paraelektrischen Einkristall ein ferroelektri-
scher Einkristall mit einer einheitlichen Orientierung der spontanen Polarisation entsteht, sondern
innerhalb des Kristalls bilden sich Bereiche, sog. Domdnen, in denen die Orientierung der sponta-
nen Polarisation einheitlich ist, wihrend die Orientierung von Doméne zu Doméne wechselt. Die
Orientierung der Doménen zueinander lédsst sich aus der (héheren) Symmetrie der paraelektri-
schen Phase herleiten, und die Doménen stehen zueinander in der Relation von Zwillingen mit
entsprechenden Zwillingsgesetzen (s. Abschn. 1.8.): Die verschiedenen Doménen werden durch
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Bild 4.7. Spontane Polarisation Py(I) und Dielek-
trizitdtskonstante ¢ (Il) eines Ferroelektrikums in
T 7 der Umgebung der CURIE-Temperatur Tc.
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Bild 4.8. Ferroelektrische Domdnen auf einer angeschliffenen (0001)-Fliche eines Einkristalls von
Lithiumniobat LiINbO;.

a) Verteilung der Doménen tiber den Querschnitt des Kristalls (geziichtet nach dem CZOCHRALSKI-Verfahren;

b) VergroBerung eines Ausschnitts. Die Doménen der positiven Orientierung (dunkel) sind kaum abgetragen, so
dass noch die Schleifspuren erkennbar sind. Die Doménen der negativen Orientierung (heller) sind stirker abgetra-
gen und zeigen Atzhiigelchen, geédtzt mit einer Mischung aus HF und HNO; bei 110 °C (mikroskopische Aufnahme
im Auflicht). Foto: BOHM und SCHUBERT.

Bild 4.9. Ferroelektrische Domdnen in Gadoli-
niummolybdat (GMO) Gdy(MoOy)s.

Polarisationsmikroskopische Aufnahme bei gekreuzten
Polarisatoren. Foto: BOHM und KURSTEN [4.3].
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diejenigen Symmetrieoperationen aufeinander abgebildet (zur Deckung gebracht), die beim Uber-
gang von der héher symmetrischen Paraphase in die niedriger symmetrische Ferrophase in Weg-
fall kommen. Die Doménen konnen nach verschiedenen Methoden sichtbar gemacht werden (Bil-
der 4.8 und 4.9). In einem aus vielen Domidnen zusammengesetzten Kristall hebt sich die
spontane Polarisation iiber groBere Bereiche hinweg auf. Man kann den Eindoménen-Zustand
durch ,,Polen” mit einem elektrischen Feld unter den gleichen Bedingungen wie beim ,,Um-
polen® erreichen; die Polarisation folgt dann der im Bild 4.6 gestrichelt eingetragenen ,,jungfrau-
lichen” Kurve von 0 nach 3. Ein anderes Verfahren zur Priparation von Eindoménen-Kristallen
besteht darin, die paraelektrische Phase des Kristalls unter Einwirkung eines elektrischen Feldes
iiber die Curie-Temperatur hinweg in den ferroelektrischen Zustand hinein abkiihlen zu lassen.

An dieser Stelle sind auBerdem die antiferroelektrischen Phasen zu erwdhnen. Bei ihnen sind
Strukturelemente mit Dipolmomenten, wie sie den Ferroelektrika entsprechen, in alternierender
Folge mit antiparalleler Orientierung angeordnet. Die resultierende makroskopische Polarisation
ist Null, doch zeichnen sich die betreffenden Substanzen durch dielektrische Anomalien aus. Ein
Vertreter ist Ammoniumdihydrogenphosphat (ADP) NH,H,PO,.

Ferner gibt es Kristalle, bei denen ein ferroelektrischer Effekt mit einem ferroelastischen Effekt
gekoppelt erscheint. Ein Vertreter ist Gadoliniummolybdat (GMO) Gd, (MoO,4);. Am CURIE-
Punkt (159 °C) kommt es durch den Ubergang von der tetragonalen zur rhombischen Symmetrie
zu einer spontanen Deformation, deren Orientierung sich beim Umpolen mittels eines angelegten
elektrischen Feldes gleichfalls dndert. Man kann den Orientierungszustand aber auch durch Ein-
wirken eines gerichteten Druckes verdndern, so dass der ferroelastische Effekt durch eine Hyste-
rese der Deformation gegeniiber mechanischen Spannungen (Stress) gekennzeichnet ist. Die re-
gelmiBige Doménenstruktur in (ungepoltem) GMO (Bild 4.9) ist eine Folge der spontanen
Deformation und der im Zusammenhang mit ihr auftretenden Kréfte. Ein ferroelastischer Effekt
kann auch unabhéngig vom ferroelektrischen Effekt auftreten, z. B. beim Neodympentaphosphat
NdP;s0y4, das bei 177 °C von einer rhombischen (,,paraelastischen®) Phase (Kristallklasse mmm)
in eine monokline, ferroelastische Phase (Kristallklasse 2/m) iibergeht, in der keine Ferroelektrizi-
tit auftreten kann. Eine Verdnderung des Orientierungszustandes kann hier nur auf mechanischem
Wege erfolgen.

4.3.3. Piezoelektrizitit

Der von JAQUES CURIE und seinem Bruder PIERRE CURIE (1880) nachgewiesene piezoelektrische
Effekt (kurz: Piezoeffekt; (von griech. melw driicken, pressen) ldsst sich in folgender Weise beob-
achten: Man schneidet aus einem Quarzkristall (Kristallklasse 32; vgl. Bild 1.90) eine Platte senk-
recht zu einer der drei zweizdhligen polaren Drehachsen (d. h. senkrecht zur kristallographischen
a-Achse) heraus. Im (orthonormierten) kristallphysikalischen Basissystem mit den Basisvektoren
e, e, e; (vgl. Tab. 4.2) werden e, parallel zur a-Achse, e; parallel zur c-Achse und e, senkrecht
zu beiden angenommen. In der physikalischen Literatur werden diese orthonormierten Achsen
auch als X-, Y- und Z-Achse bezeichnet. Wird die Quarzplatte nun in Richtung der X-Achse - auch
elektrische Achse genannt - zusammengedriickt, dann erscheinen auf den beiden normal zur
Achse liegenden Flichen Ladungen, und zwar ergibt beim Quarz ein Druck von 1 N/m” eine La-
dungsdichte von 2,3 - 10> As/m’ (longitudinaler Piezoeffekt). Wird auf die Platte in der X-
Richtung ein Zug ausgeiibt, dann kehren sich die Vorzeichen der Ladungen um. Ein Druck in
Richtung der Y-Achse erzeugt gleichfalls elektrische Ladungen auf den Fldchen senkrecht zur X-
Achse (transversaler Piezoeffekt) , und zwar (im Fall der Kristallklasse 32) von gleichem Betrag,
aber entgegengesetztem Vorzeichen wie beim longitudinalen Piezoeffekt. Der Piezoeffekt ldsst
sich umkehren (reziproker piezoelektrischer Effekt): Legt man an eine Quarzplatte in den ent-
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sprechenden Richtungen ein elektrisches Feld an, dann zeigt die Platte eine Kontraktion bzw.
Dilatation; auch hierbei gibt es den longitudinalen und den transversalen Effekt.
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iy | \ 4 Bild 4.10. Strukturmodell zur Deutung des
—_— “ (? R " -— Piezoeffekts beim Quarz.
— " Q i O " -~ Y a) Detail der Quarzstruktur (schematisch); darge-
== l P stellt sind die Ladungsschwerpunkte der Si-lonen
+\}{ (+) und der O-Ionen (-) in einer Projektion auf die
P (0001)-Ebene; b) Druck in Richtung der X-Achse;
c) X‘ ¢) Druck in Richtung der Y-Achse.

Das Zustandekommen des Piezoeffekts sei durch ein stark vereinfachtes Modell der Quarz-
struktur veranschaulicht (Bild 4.10 a): Ubt man auf die im Bild dargestellte Gruppierung der La-
dungsschwerpunkte in Richtung einer elektrischen Achse (X-Achse) einen Druck aus, so kommt
es zu einer Verschiebung von Ladungen (Bild 4.10 b), die als elektrostatische Oberfldchenladun-
gen in Erscheinung treten. Ubt man den Druck in Richtung der Y-Achse aus, so kommt es gleich-
falls zu einer Verschiebung von Ladungen in Richtung der X-Achse (Bild 4.10 c), jedoch mit
einem umgekehrten Vorzeichen. Auch der reziproke Piezoeffekt kann mit Hilfe dieses Modells
veranschaulicht werden.

Bei der phdnomenologischen Beschreibung des piezoelektrischen Effekts betrachtet man die
durch die Verschiebung der Ladungen im Kristall hervorgerufene Polarisation in Abhéngigkeit
von der auf den Kristall ausgeiibten mechanischen Spannung (Druck, Zug oder Scherspannung).
Zunichst ist dafiir der mechanische Spannungszustand umfassend zu beschreiben. Hierzu betrach-
ten wir die an einem wiirfelféormigen Volumenelement des Kristalls angreifenden mechanischen
Krifte (Bild 4.11). Diese Krifte werden in Komponenten zerlegt, die senkrecht (Normalkompo-
nenten) oder tangential (Scherkomponenten) an den Wiirfelflichen angreifen. Die betreffenden
Spannungen erhdlt man als Kraft pro Fliche und bezeichnet mit ¢; diejenige Spannungskompo-
nente, deren Kraftkomponente parallel zu e; gerichtet ist und an der zu ¢; senkrechten Fliche an-
greift. Die Komponenten o, mit i = j stellen Normalkomponenten, solche mit i # j Scherkompo-
nenten dar. Bei einem homogenen Spannungszustand haben die Spannungen an gegeniiberliegen-
den Wiirfelfldchen den gleichen Betrag bei entgegengesetzter Richtung, so dass wir negative i und
J nicht zu beriicksichtigen brauchen: Die o; mit i, j =1, 2, 3 beschreiben den Spannungszustand
vollstdndig und bilden die Komponenten eines polaren Tensors zweiter Stufe, des Spannungsten-
sors 6. Der Spannungstensor ist symmetrisch: o;; = 6;;, so dass im Allgemeinen nur sechs der neun
Komponenten unabhéngig sind; sie geniigen auBlerdem in den einzelnen Kristallsystemen den in
Tab. 4.3 aufgefiihrten Symmetriebeziehungen. (Wie man sich anhand von Bild 4.11 veranschauli-
chen kann, wiirde eine Unsymmetrie o; # 0;; zu einem Drehmoment um die zu e; und ¢; senkrechte
Achse fithren, und der betreffende Korper konnte nicht im statischen Gleichgewicht sein.) Ubri-
gens hat der Spannungstensor eines unter einem hydrostatischen Druck p stehenden Korpers die
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Gestalt 0; = —p (i = 1, 2, 3) sowie o, = 0 (i #), denn der Druck wirkt als Normalkomponente
gleichermalien auf alle Wiirfelflachen in der Richtung entgegengesetzt zu den Achsen.

Bild 4.11. Die Komponenten des Spannungstensors.

Die durch den piezoelektrischen Effekt hervorgerufene Polarisation P, ein Vektor mit den
Komponenten P, ist im Allgemeinen eine (lineare) Funktion sémtlicher Komponenten des Span-
nungstensors:

F :zd[/ko—fk; i j, k=1,2,3.
I

Die Summation ist sowohl iiber j als auch iiber & auszufiihren, z. B. fiir die Komponente P, ausge-
schrieben also

B = d,o0,+d,0,+d ;0
+d5,0y +d,0y, +d,5,05

+ d1310-31 + d1320-32 + d133633

Die insgesamt 27 d; werden als piezoelektrische Moduln (gelegentlich auch als piezoelektrische
Koeffizienten) bezeichnet. Sie vermitteln als Materialkonstanten eine lineare Beziehung zwischen
einem (polaren) Tensor 2. Stufe und einem (polaren) Vektor (der in diesem Zusammenhang auch
als Tensor 1. Stufe bezeichnet wird) und stellen einen (polaren) Tensor 3. Stufe dar, symbolisch:

P=d:o,

wobei der Doppelpunkt die zweifache Summation beziiglich der Komponenten (in der Tensorana-
lysis ,,Verjiingung* genannt) andeuten soll.

Aus der (inneren) Symmetrie des Spannungstensors oy = oy; folgt auf dem Wege einer
thermodynamischen Betrachtung fiir den Tensor der piezoelektrischen Moduln die innere
Symmetrie d = dy;. Daraus folgt, dass von den 27 Koeffizienten d; nur deren 18 unabhingig
sein konnen. Die Symmetrie des Kristalls setzt indessen noch weitere Bedingungen fiir die
duBere Symmetrie des Tensors. Die Diskussion fiihrt zu dem Resultat, dass in den Kristall-
klassen mit einem Inversionszentrum sdmtliche Komponenten eines polaren Tensors 3. Stufe
verschwinden: In diesen Kristallklassen gibt es keinen (linearen) piezoelektrischen Effekt.
Infolge der inneren Symmetrie dy; = dy; scheidet auch noch die Kristallklasse 432 aus, so dass
der piezoelektrische Effekt nur in 20 Kristallklassen in Erscheinung treten kann. In diesen
Kristallklassen wird gegebenenfalls durch die duflere Symmetrie die Menge der unabhéngigen
Tensorkomponenten weiter eingeschrankt, nach deren Art und Anzahl (,,Gestalt” des Tensors)
sich 16 Typen von Piezoelektrika unterscheiden lassen (Tab. 4.8). AuB3er Einkristallen konnen
auch polykristalline Korper (Texturen), deren Symmetrie einer der kontinuierlichen Punkt-
gruppen oo, oom oder 2 entspricht, einen piezoelektrischen Effekt zeigen. Von technischer
Bedeutung ist die PZT-Keramik, die aus Mischkristallen Pb(Zr,Ti)O; mit regelloser Orientie-
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rung besteht. Die erforderliche polare Symmetrie wird durch eine Polarisation (,,Polung®) der
Keramik bei hoherer Temperatur in einem starken duleren elektrischen Feld erreicht, die nach
dem Abkiihlen auch nach Wegnahme des Feldes erhalten bleibt. Kristalle bzw. Korper, die
den in Tab. 4.8 aufgefiihrten 20 Kristallklassen oder drei Klassen von Texturen angehdren,
konnen piezoelektrische Eigenschaften aufweisen, miissen es aber nicht.

Tabelle 4.8. Kristallklassen mit Piezoelektrizitit.

Punkt- 1 m 2 3 mm2 4 4 3m 222 4mm 42m 32 6 422 6m2 23
gruppen’) 6mm 622 4 3m
oom 002

Anzahl der

unab-

hdngigen | o 10 g 6 s 4 4 4 3 3 2 2 2 1 1 1
Tensor-

kompo-

nenten

") Punktgruppen unterteilt nach der Gestalt des piezoelektrischen Tensors unter Einschluss der kontinuierlichen
Punktgruppen (Texturen).

Bei den Rubriken mit gleicher Anzahl der unabhéingigen Tensorkomponenten unterscheiden sich diese — wie hier
nicht néher ausgefiihrt — durch ihre Indizes.

Der reziproke piezoelektrische Effekt wird gewdhnlich durch die lineare Beziehung zwischen
der elektrischen Feldstirke E (einem Vektor) und der durch sie bewirkten Deformation (Verzer-
rung) beschrieben, wobei letztere durch den im Abschn. 4.2.1. eingefiihrten Verzerrungstensor €
erfasst wird:

e=E-d bzw. &,=) Ed,: i/ k=1,273.

Wie sich durch eine thermodynamische Uberlegung zeigen lisst, haben bei dieser Form der
Nummerierung (Summation iiber den ersten Index) die Komponenten d; unter gewissen Voraus-
setzungen (u. a. E = const) jeweils denselben Wert wie die Komponenten d;; zur Beschreibung
des direkten piezoelektrischen Effekts, so dass man zur Beschreibung beider Effekte, des direkten
wie des reziproken piezoelektrischen Effekts, mit einem Tensor (3. Stufe), dem Tensor der piezo-
elektrischen Moduln d, auskommt. AuBlerdem beziehen sich bei dieser Schreibweise der erste
Index einer Komponente dj; stets auf die elektrischen GroBen (£; bzw. P;), die letzten beiden In-
dizes stets auf die mechanischen Groflen (g bzw. gy).

Diese Vorteile rechtfertigen das Vorgehen, den direkten Piezoeffekt in bezug auf den Span-
nungstensor ¢ zu beschreiben, den reziproken Piezoeffekt hingegen in Bezug auf den Verzer-
rungstensor €. Wenn man den reziproken Piezoeffekt gleichfalls in Bezug auf den Spannungsten-
sor ¢ beschreiben wollte, miisste man einen anderen Tensor (3. Stufe) benutzen. Insgesamt hat
man die folgenden alternativen Moglichkeiten zur Beschreibung:
fiir den (direkten) piezoelektrischen Effekt:

P=d:o0;P=f:gE=—g:0,E=-h:¢g,
fiir den reziproken piezoelektrischen Effekt:

ge=E:-d;o=-E-f;e=P-g,6=—P-h
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mit den Tensoren (3. Stufe) d, f, g und h. Die Komponenten von f und h werden als piezo-
elektrische Konstanten, die von g als piezoelektrische Koeffizienten bezeichnet; sie stellen
Materialkonstanten dar, die miteinander sowie mit den piezoelektrischen Moduln d; korre-
liert sind.

Matrixschreibweise: Die Symmetrien der verschiedenen Tensorkomponenten, wie z. B. o;= o)
bzw. g; = g; und dj = dy; kénnen nach W. VOIGT (1928) dazu benutzt werden, zur Vereinfachung
die betreffenden Indexpaare zu je einem Index nach folgendem Schema zusammenfassen:

o,=0;(i,j=1,2,3;A=1,...,6), also:

0| = 0115 03 = 05 03 = 033, 04 = 033 = 033, 05 = 013 = 031, Og = 013 = Oy,

d. h., die Komponenten mit A = 1, 2, 3 sind Normalkomponenten, jene mit A = 4, 5, 6 sind Scher-
komponenten (vgl. Bild 4.11).

g =gy fur (i=)); = 2¢; fir i #£)) (1,j=1,2,3; A= 1,...,6), also:
£1 = €115 &2 €x; €3 = €33} €4 = 26037 26355 &5 = 2637 2831, £ = 2612 = 2&, sowie:

dy = dy fiirj=kund A =j=k=1,2,3
d,-l=2d,-jkfﬁrj;ékundi=9—(j+k)=4,5,6_

Beispielsweise ergeben sich so dy; = dy;; oder d\;, = 2d,,; etc. Das sind 18 Komponenten, die als
eine Matrix aus 3 Zeilen und 6 Spalten geschrieben werden konnen. Die Faktoren 2 werden einge-
fiigt, damit die betreffenden Gleichungen weiter wie bisher gelten und in der gleichen Form ge-
schrieben werden konnen.

Damit gelangt man fiir den direkten sowie den reziproken Piezoeffekt zur folgenden Schreib-
weise:

P=Sd,0, bov. 5.~ S5,
7 i

symbolisch:
P=d-ocbzw.e=E-d,

denn es handelt sich um keine Tensoren mehr, sondern nur um Matrizen. (Es empfiehlt sich, fiir
Berechnungen oder Symetriebetrachtungen zum Tensorkalkiil zuriickzukehren!)

Beim iibersichtlichen Kalkiil der Matrixmultiplikation bildet man: Spaltenmatrix der P; gleich
3 x 6-Matrix der d;; mal Spaltenmatrix der g; bzw. Zeilenmatrix der ¢; gleich Spaltenmatrix der E;
mal 3 x 6-Matrix der d;;. Auch bei dieser Schreibweise bezieht sich der erste Index i einer Kom-
ponente d;; stets auf die elektrischen Grofien (P; bzw. E;) und der zweite Index 4 stets auf die me-
chanischen Gréflen (o; bzw. &), so dass man schon an den Indizes die Art des durch die betref-
fende Komponente vermittelten piezoelektrischen Effekts ablesen kann. Hierbei lassen sich vier
Typen von Komponenten unterscheiden (Bild 4.12). In Tab. 4.9 ist die 3 x 6-Matrix der piezo-
elektrischen Moduln d;; unter Angabe des betreffenden Typs ausgefiihrt. Nicht jeder Typ ist in
jeder der ,,piezoelektrischen* Kristallklassen moglich. Ubrigens kann ein allseitiger, hydrostati-
scher Druck einen Piezoeffekt nur in solchen Kristallen (bzw. Texturen) bewirken, die gleichzei-
tig pyroelektrisch sind (vgl. Tab. 4.6).

Wegen seiner groflen technischen Bedeutung als Piezoelektrikum sei noch einmal auf den
Quarz (Kristallklasse 32) zuriickgekommen. In dieser Kristallklasse hat die Matrix der d;; die Ge-
stalt (vgl. Tab. 4.9)
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Bild 4.12. Typen des piezoelektrischen Effekts.

d '™ Polarisation P parallel zur Normalkraft F; d ™ Polarisation P transversal (senkrecht) zur Normalkraft F;
d " Polarisation P parallel zur ,,Schubspannungsachse der Scherkraft (Schubkraft) F; d " Polarisation P transversal
(senkrecht) zur ,,Schubspannungsachse* der Scherkraft (Schubkraft) F.

Tabelle 4.9. Die piezoelektrischen Moduln d;,.

Gik 11 022 033 023 = 03 013 = 031 012 = 021
Oy, g 0y g3 04 J5 (23
In tn tn Is s ts
Py dy, dy, d|3 dy, d|5 dl(w
tn In tn ts Is ts
P, d d, dy; d;, d s dy
tn tn In ts ts Is
Ps a3 ds ds ds, 3 d3

1 Longitudinaler, t transversaler piezoelektrischer Effekt; n Normalspannung; s Scherspannung.

iy —dj, 0 dy 0 0
0 0 0 0 -d;, -2d;
0 0 0 0 0 0

mit zwei (temperaturabhingigen) Materialkonstanten dy; = 2,91 - 102 As/N und dy, =— 0,727 -
10" As/N. Mit steigender Temperatur nehmen diese Werte ab (bei 300 °C betrigt d;; = 1,83 -
102 As/N), um bei 573 °C, dem Ubergang in die Hochtemperaturphase, zu verschwinden. Der
Hochquarz (Kristallklasse 622) zeigt keinen piezoelektrischen Effekt, obwohl er in dieser Kris-
tallklasse gleichfalls moglich wére. Alle Komponenten d;; wechseln (in der Kristallklasse 32)
sowohl bei einem Ubergang vom Linksquarz zum Rechtsquarz (vgl. Bild 1.90) als auch bei einer
Umkehr der Orientierung der X-Achse (bzw. des Basisvektors e;) ihr Vorzeichen. Deren positive
Richtung wird heute allgemein so festgelegt, dass bei einem Rechtsquarz d;; = d;; > 0, also posi-
tiv, wird. Allerdings wird hierin nicht immer einheitlich verfahren, weshalb in dieser Frage auf
die weiterfiihrende Literatur verwiesen sei (z. B. W. VoIGT; W. G. CADY; W. P. MASON; P. W.
FORSBERGH; JU. SIROTIN/M. P. SHASKOL’SKAJA; M. P. SHASKOL’SKAJA; P. PAUFLER).

Die durch einen Tensor 3. Stufe verkorperten kristallphysikalischen Eigenschaften lassen sich
nicht durch eine einfache Flache darstellen, wie bei den symmetrischen Tensoren 2. Stufe, doch gibt
es Moglichkeiten zu ihrer Darstellung mit Hilfe von mehrschaligen Fldchen (WONDRATSCHEK [4.4]).
Oft ist es zweckmiBig, jeweils nur einen Teil der piezoelektrischen Eigenschaften graphisch zu ver-
anschaulichen, beispielsweise die GroBe des longitudinalen Effekts @ in Abhingigkeit von der
Richtung. Beim Quarz wird diese Funktion durch eine Flache dritter Ordnung dargestellt, die aus drei
keulenformigen Segmenten in Richtung der zweizéhligen Drehachsen (,.elektrischen” Achsen) be-
steht (Bild 4.13). Da die piezoelektrischen Eigenschaften empfindlich von der Orientierung abhéngen,
ist es wesentlich, einen fiir die vorgesehene Anwendung optimalen ,,Schnitt der betreffenden Kris-
tallprobe auszuwéhlen. Hierfiir haben sich bestimmte Bezeichnungen eingebiirgert: Ein X-, Y- oder Z-
Schnitt bezeichnet eine Platte senkrecht zur betreffenden Achse. Ein L-Schnitt schliefit gleiche Win-
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kel mit allen drei Achsen ein (entsprechend einer (111)-Flache in einem kubischen Achsensystem);
auBerdem gibt es noch eine Reihe spezieller Schnittlagen (Bild 4.14).

z
AT et

8T ?

7 DT ET
y]/-\

a X b) X Y

Bild 4.13. Schnittkurven der charakterist- Bild 4.14. Schnitte von Quarzplatten fiir piezo-
schen Fliche des longitudinalen piezoelek- elektrische Anwendungen.

trischen Effekts von Quarz.

AT (¢ =35°15"); BT (-49°); CT (38°); DT (-52°); ET
a) Mit der X-Y-Ebene; b) mit der X-Z-Ebene. (56°); FT (=57°).

Ein weiterer piezoelektrischer Kristall, der in neuerer Zeit technische Bedeutung erlangt hat, ist
das schon als Ferroelektrikum erwihnte Lithiumniobat (Kristallklasse 3m). Die Matrix seiner
piezoelektrischen Moduln d;; hat die Gestalt (Basisvektor e, senkrecht zur Spiegelebene m):

0 0 0 0 d, -2d,
~dy, dy, 0 d, 0 0
dy dy dy 0 0 0

mit den Materialkonstanten djs = 69,2 + 107 As/N; ds; = — 0,85 + 107% As/N; dy =20,8 -
10"% As/N und ds; = 6,0 - 10> As/N, die z. T. deutlich grofer sind als beim Quarz. SchlieBlich
sei noch erwdhnt, dass beim Seignettesalz NaKC,H,O44H,0 (Kristallklasse 222) der groBte sei-
ner piezoelektrischen Moduln d,, = 383 - 10"* As/N und beim Antimonsulfidiodid SbSI (Kristall-
klasse 2mm) ds; = 1300 - 10> As/N betriéigt (M. P. SHASKOL’SKAIJA).

4.4. Optische Eigenschaften von Kristallen

4.4.1. Kristalloptik

Die Kristalloptik befasst sich mit der Ausbreitung und Fortpflanzung elektromagnetischer Wellen
— dem Licht — in Kristallen, d. h. in einem anisotropen Medium. Der durch die Quantentheorie
begriindete korpuskulare Aspekt des Lichts spielt in der Kristalloptik keine Rolle; wesentlich ist
die Wellennatur des Lichts, wie sie von HUYGENS (1690) erkannt wurde.

Die Lichtwellen werden als rdumlich und zeitlich verdnderliche elektromagnetische Felder
durch die Maxwellschen Gleichungen beschrieben. Die Losung der Maxwellschen Gleichungen
fiir die Fortpflanzung von Lichtwellen in einem anisotropen optischen Medium und die theoreti-
sche Ableitung der kristalloptischen Erscheinungen werden u. a. bei M. BORN gegeben. Die we-
sentlichen Wechselwirkungen zwischen dem Licht und einem durchstrahlten Medium erfolgen
iiber die elektrische Polarisation des Mediums durch das elektrische Feld der elektromagnetischen
Wellen. Die maligebliche Materialeigenschaft fiir die Kristalloptik ist damit die dielektrische
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Permittivitdt € bzw. die (relative) Dielektrizititskonstante g, die in anisotropen Kristallen einen
polaren symmetrischen Tensor 2. Stufe darstellen (vgl. Abschn. 4.3.2.). Bei der Behandlung der
Kristalloptik wird im Allgemeinen eine lineare Abhdngigkeit der Polarisation P von der elektri-
schen Feldstirke E angenommen und die Absorption im durchstrahlten Medium vernachlissigt.

4.4.1.1. Lichtbrechung

Betrachten wir zunéchst die Ausbreitung von Licht in einem isotropen Medium: Eine Lichtwelle be-
steht aus miteinander verkniipften Schwingungen elektrischer und magnetischer Felder, die zueinander
senkrecht gerichtet sind und sich mit einer endlichen Geschwindigkeit, der Lichtgeschwindigkeit, aus-
breiten. Im Vakuum betrigt die Lichtgeschwindigkeit ¢ = 3 - 10° m/s. Die Schwingungen sind transver-
sal, d. h., die Schwingungsrichtungen stehen senkrecht auf der Fortpflanzungsrichtung. Die Entfernung
zweier benachbarter Punkte in der Fortpflanzungsrichtung, die sich im gleichen Schwingungszustand
(der gleichen Phase) befinden, heillt Wellenlinge. Die Wellenlédngen des sichtbaren Lichts liegen (im
Vakuum) zwischen 400 nm (Violett) und 800 nm (Rot). Licht einer bestimmten Wellenldnge wird als
monochromatisch bezeichnet. Die Anzahl der an einem Punkt pro Zeit ausgefiihrten Schwingungen ist
die Schwingungszahl oder Frequenz. Lichtgeschwindigkeit v, Frequenz v und Wellenldnge /1 sind ge-
méil v = vA miteinander verkniipft. Danach ist v also die Phasengeschwindigkeit des Lichts, mit der sich
ein bestimmter Schwingungszustand (eine Phase) durch den Raum bewegt. Neben den genannten Gro-
Ben wird in der Spektroskopie noch die Wellenzahl v' = 1/4 benutzt. Wéhrend v vom Ausbreitungsme-
dium unabhéngig ist, hdngen V' sowie v und A vom Ausbreitungsmedium ab.

In einem optisch isotropen Medium breitet sich eine elektromagnetische Welle, die von einem
Punkt ausgeht, kugelformig aus. Die Fortpflanzung einer Welle durch ein Medium geschieht nach
dem Prinzip von HUYGENS (1690) in der Weise, dass von jedem Punkt einer Wellenfront eine
eigene, kugelformige Welle ausgeht. Alle diese Wellen iiberlagern sich, so dass die fortschrei-
tende Wellenfront jeweils durch die ,,Einhiillende* gebildet wird, die die kugelférmigen Teilwel-
len umschlief8t. Bei einer ebenen Wellenfront (Bild 4.15) ist die ,,Einhiillende” die Tangential-
ebene an die kugelformigen Teilwellen; senkrecht auf ihr steht die Wellennormale N. Ist v die
Ausbreitungsgeschwindigkeit (Lichtgeschwindigkeit), dann ist nach einer Zeit ¢ die Wellenfront
um die Distanz of in der Richtung von /V fortgeschritten.

\”,1

N
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N
~

| ;
yd
S

W w & N,

Bild 4.15. HUYGENSsche Konstruktion Bild 4.16. HUYGENSsche Konstruktion fiir die Licht-
fiir die Fortpflanzung einer ebenen brechung an einer ebenen Grenzfliche zwischen zwei
Welle im isotropen Medium. isotropen Medien.

W, Wellenfront zur Zeit t = 0; W; Wellen- W, Einfallende Wellenfront; W, gebrochene Wellenfront; N,

front zur Zeit t = t;; N Wellennormale. und N, Wellennormalen.
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Ein Lichtstrahl (Lichtbiindel), der von einem optischen Medium in ein anderes iibertritt, veré-
dert im Allgemeinen seine Richtung; er wird gebrochen. Diese als Lichtbrechung bezeichnete
Erscheinung ldsst sich nach dem HUYGENSschen Prinzip folgendermaBien erkldren: Trifft eine
ebene Wellenfront W, (Bild 4.16) auf die ebene Grenzfliche T zwischen zwei optischen Medien,
in denen die Lichtgeschwindigkeiten v; und v, unterschiedlich sind, so breitet sich im zweiten
Medium um den Punkt 4 eine Kugelwelle mit der Geschwindigkeit v, aus. Die Wellenfront
durchlaufe im ersten Medium wahrend der Zeit ¢ die Distanz BB’ = v,t. In derselben Zeit hat die
Kugelwelle um 4 den Radius A4’ = vt erreicht; folglich bezeichnet die Tangente B'A’ die Welle-
front W' im zweiten Medium. Die beiden Wellennormalen N, und /N, haben unterschiedliche
Richtungen. Der Winkel, den N, und das Einfallslot auf die Grenzfliche miteinander einschliefen,
ist der Einfallswinkel i; der Winkel zwischen N, und dem Einfallslot ist der Brechungswinkel r.
Der Winkel i tritt auch im Dreieck BAB' auf (paarweise senkrecht aufeinander stehende Schenkel),
und es gilt sin i = BB/AB' = v1t/AB'". Entsprechend gilt im Dreieck AB' 4', in dem auch der Winkel
r auftritt, sin » = AA"/AB' = v,t/AB'. Daraus folgt:

sin i/sin r = v,/v, = const.

Das ist das Brechungsgesetz von SNELLIUS (1610): Das Verhéltnis zwischen den Sinus von Ein-
fallswinkel und Brechungswinkel ist konstant und gleich dem Verhéltnis der Fortpflanzungsge-
schwindigkeiten in den beiden Medien. Ein senkrecht einfallender Lichtstrahl (i = 0) wird nicht
gebrochen (7 = 0). Ist das erste Medium ein Vakuum, also v; = ¢ (Lichtgeschwindigkeit im Va-
kuum), so wird durch

sin i/sin r =c/v, = n

der Brechungsindex n definiert. Er ist demnach umgekehrt proportional zur Fortpflanzungsge-
schwindigkeit des Lichts im betreffenden Medium. Fiir die Brechung an der Grenzfliche zweier
Medien gilt mithin auch:

sin i/sin r = v,/v, = ny/n,.

Der Brechungsindex # ist eine Materialkonstante und mit der (relativen) Dielektrizititskonstante
&, isotroper Medien durch die Beziehung n” = ¢, verkniipft. Bei den meisten fliissigen und festen
Stoffen hat der Brechungsindex einen Wert im Bereich von n = 1,3...3. Der Brechungsindex ist
temperaturabhéngig und wird — von Ausnahmen abgesehen — mit steigender Wellenldnge kleiner
(Dispersion).

Zur Messung von 7 geniigt es flir praktische Belange meist, den Brechungsindex eines Mediums
gegen Luft zu ermitteln. Der Brechungsindex von Luft betrdgt 1,000294, so dass nur bei prizisen
Messungen eine Korrektur erforderlich ist. Solche Prézisionsmessungen fiihrt man auf einkreisigen
Goniometern an prismenférmigen Probekorpern aus. Eine andere Methode zur Ermittlung des Bre-
chungsindex beruht auf der Messung des Grenzwinkels der Totalreflexion. Betrachten wir noch ein-
mal Bild 4.16: Es stellt den Fall v; > v,, d. h. n; < n, dar; hieraus folgt i > r. Hingegen folgt fiir den
Fall v, <wv,, d. h. n; > n,, die Relation i < r. (Hierzu hat man sich vorzustellen, dass im Bild 4.16 die
Welle in umgekehrter Richtung aus dem unteren in das obere Medium 14uft, und in der Benennung i
mit » zu vertauschen.) Wird in diesem Fall der Einfallswinkel i vergroBert, so ergibt sich bei einem
bestimmten Wert i, ein Brechungswinkel 7, = 90° (,,streifende Brechung). Wellen, die mit einem
Einfallswinkel i > i, einfallen, treten nicht mehr in das zweite Medium iiber, sondern werden mit ihrer
gesamten Intensitét reflektiert (Totalreflexion). Wegen sin r; = sin 90° = 1 gilt:

sini v, _n, sinj

- =—=—->"=sini, oder n,=nsinj.
sinr v, mn sinr
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Ist n; bekannt, so ldsst sich n, durch Messung von i, dem Grenzwinkel der Totalreflexion, be-
stimmen; die betreffenden Messgerite nennt man Totalrefiraktometer. Das Kernstiick eines Total-
refraktometers ist ein optischer Priifkérper mit einem moglichst grolen Brechungsindex n;, der
grofer sein muss als der zu bestimmende Brechungsindex 7, des zu untersuchenden Probekorpers.
Auf diesen Priifkérper wird der Probekorper mit einer Immersionsfliissigkeit aufgesetzt, deren
Brechungsindex gleichfalls groBer als n, sein muss. Gegeniiber den Prismenmethoden muss am
Probekorper also nur eine ebene Fldche vorhanden sein.

In der Praxis wird auBerdem hidufig die Einbettungsmethode (Immersionsmethode) zum Mes-
sen von n benutzt (vgl. Abschn. 4.4.1.6.).

4.4.1.2. Doppelbrechung und Polarisation

Im Jahre 1669 entdeckte BARTHOLIN an einem Spaltrhomboeder von Calcit die Doppelbrechung:
Ein Lichtstrahl (Lichtbiindel), der den Kristall durchdringt, wird bei der Brechung in zwei Strah-
len zerlegt (Bild 4.17). Betrachtet man eine punktformige Lichtquelle durch das Spaltrhomboeder,
so sind zwei Lichtpunkte zu sehen. Die ndhere Untersuchung zeigt, dass der eine Strahl dem
SNELLIUSschen Brechungsgesetz folgt, er wird als ordentlicher Strahl bezeichnet; fiir den zweiten
Strahl gilt dieses Brechungsgesetz nicht, und er wird als aufSerordentlicher Strahl bezeichnet. Der
aullerordentliche Strahl wird auch bei senkrechtem Einfall gebrochen und verlduft dabei in einer
Ebene, die durch den einfallenden Strahl und die c-Achse des Kristalls aufgespannt wird (Haupt-
schnitt): Dreht man den Kristall um die Richtung des einfallenden Strahls, so bleibt der ordentli-
che Strahl an seiner Position, wihrend der auerordentliche Strahl mit herumwandert.

B

a) b)
Bild 4.17. Doppelbrechung beim Calcit.

a) Strahlengang beim Durchgang des Lichts durch ein Spaltrhomboeder { 1011} von Calcit (Schnitt); S einfallender
Strahl (Lichtbiindel); S. auBerordentlicher Strahl (Lichtbiindel); S, ordentlicher Strahl (Lichtbiindel); B/ Blende;
b) Bild einer punktformigen Lichtquelle, betrachtet durch ein Spaltrhomboeder von Calcit.

Zur Erkldrung der Doppelbrechung nahm HUYGENS an, dass sich im Kristall zwei Wellen aus-
breiten: Die zum ordentlichen Strahl gehdrende Welle pflanzt sich wie in einem optisch isotropen
Medium in allen Richtungen mit der gleichen Geschwindigkeit fort. Nimmt man an, dass die
Welle von einem Punkt ausgeht, dann hat die Wellenfront, die in diesem Fall als Wellenfldche,
Strahlenfldche oder auch Strahlengeschwindigkeitsfliche bezeichnet wird, die Gestalt einer Kugel.
Hingegen ist die Geschwindigkeit, mit der sich die zum auBlerordentlichen Strahl gehérende
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Welle im Kristall fortpflanzt, von der Richtung abhéngig: Geht die Welle von einem Punkt aus,
dann hat die Wellenfldche (Strahlenfliche) die Gestalt eines Rotationsellipsoids. Dieses Rota-
tionsellipsoid hat eine bestimmte Orientierung im Kristall: Seine Rotationsachse, die als optische
Achse bezeichnet wird, fallt mit der c-Achse des Kristalls zusammen; die Ldnge der Rotations-
achse stimmt mit dem Durchmesser der kugelformigen Wellenfliche des ordentlichen Strahls
tiberein.

0 v

D (

Bild 4.18. Schnitt durch die Strahlenfliche (Wellenfliche).

a) Eines optisch einachsig negativen Kristalls; b) eines optisch einachsig positiven Kristalls. Die Strahlenfliche
ergibt sich durch Rotation um die optische Achse O.
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Bild 4.19. Huygenssche Konstruktion fiir die Fortpflanzung von Licht in einem Calcitrhomboeder
{1011} bei senkrechtem Einfall.

O optische Achse (c-Achse); S, ordentlicher Strahl; S, aulerordentlicher Strahl. Zur Verdeutlichung der Konstruk-
tion ist die Exzentrizitit des Ellipsoids fiir die Strahlenflichen des au8erordentlichen Strahls iibertrieben dargestellt
(vgl. Bild 4.18.).

Nach dem HUYGENSschen Prinzip breitet sich also in einem Calcitkristall um jeden Punkt, der
von einer sich fortpflanzenden Lichtwelle erfasst wird, eine doppelte oder — wie man sagt — zwei-
schalige Wellenfldche (Strahlenfliche) aus. Sie besteht aus einem Rotationsellipsoid, dem eine
Kugel eingeschrieben ist (Bild 4.18 a). Beide beriihren sich an den DurchstoBpunkten der opti-
schen Achse (c-Achse). Die HUYGENSsche Konstruktion der Fortpflanzung einer senkrecht einfal-
lenden Lichtwelle in Calcit ist im Bild 4.19 ausgefiihrt. Die beiden Wellenfronten (fiir den ordent-
lichen und fiir den auBlerordentlichen Strahl) ergeben sich als gemeinsame Tangenten an die be-
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treffenden Wellenflachen. Sie pflanzen sich parallel zueinander und parallel zur einfallenden Wel-
lenfront mit verschiedenen Geschwindigkeiten durch den Kristall fort; ihre Wellennormalen
stimmen also im Fall senkrechter Inzidenz tiberein.

Bild 4.20. Fortpflanzung von Licht in Calcit bei schrdgem Einfall.

O Optische Achse (c-Achse); W einfallende Wellenfront; 7, Wellenfront der ordentlichen Welle; W, Wellenfront
der auBerordentlichen Welle. Zur Verdeutlichung der Konstruktion ist die Exzentrizitdt des Ellipsoids fiir die Stra-
lenflichen des auBerordentlichen Strahls iibertrieben dargestellt. In der rechten Bildhilfte sind die Beziehungen
zwischen den Vektoren S., N, E, D. und P, der aulerordentlichen Welle dargestellt (vgl. Text).

Bei schriger Inzidenz sind im Allgemeinen nicht nur die Strahlrichtungen, sondern auch die
Wellennormalen des ordentlichen und des auBerordentlichen Strahls verschieden (Bild 4.20).
Beim auflerordentlichen Strahl unterscheidet sich auflerdem die Strahlengeschwindig-

keit Uezﬂe/t von der Wellennormalengeschwindigkeit (kurz: Normalengeschwindigkeit)

oY= ﬂf/t_ Wie aus Bild 4.20 im Vergleich mit Bild 4.16 hervorgeht, gilt fiir die Wellennorma-

len und die Normalengeschwindigkeit (im Gegensatz zu den Strahlenrichtungen und
-geschwindigkeiten) auch beim aulerordentlichen Strahl das Brechungsgesetz:

sini/sinr) =co) =n

e (3

mit ¢ als Lichtgeschwindigkei und . als Brechungsindex der auflerordentlichen Welle. Sei n, der

Brechungsindex der ordentlichen Welle, dann wird die GréBe der Doppelbrechung durch die Dif-
ferenz der Brechungsindizes An’ = n. — n, angegeben.
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Fiir eine Brechung an der Grenze zweier Medien gilt entsprechend:
s 2N N _ , N N _ ’
sini_/sinr, =v,,/ U, ,=n,/n,

mit n., und n!, als Brechungsindizes der auBerordentlichen Welle in den beiden Medien in den

betreffenden Ausbreitungsrichtungen. In der Kristalloptik werden deshalb meistens die Wellen-
normalen und die Normalengeschwindigkeiten betrachtet.

N INJ|

0=N

Bild 4.21. Grenzfille fiir die Fort-
pflanzungsrichtung von Licht in
Calcit.

Ny =Ne a) Parallel zur optischen Achse

o We (c-Achse); b) senkrecht zur optischen
a) b) Achse (c-Achse).

Fiir die Fortpflanzung von Lichtwellen gibt es zwei Grenzfille: 1. Wenn die Fortpflanzung in
der Richtung der optischen Achse erfolgt, kann keine Unterscheidung zwischen einer ordentlichen
und einer auBBerordentlichen Welle getroffen werden (Bild 4.21 a); es gibt nur eine Wellenfront. In
Richtung der c-Achse verhélt sich Calcit also wie ein optisch isotropes Medium. 2. Wenn die
Fortpflanzung senkrecht zur optischen Achse erfolgt, ist der Unterschied in den Geschwindigkei-
ten der ordentlichen und der auBerordentlichen Welle am grofiten (Bild 4.21 b). Der Brechungsin-
dex der aulerordentlichen Welle wird in diesem Fall auch als aulerordentlicher Brechungsindex
n. schlechthin bezeichnet. n, sowie n, sind Materialkonstanten; die Werte von Calcit sind n, =
1,4864 und n, = 1,6584 (gemessen im Licht der D-Linie von Na mit einer Wellenldnge von
589,3 nm). Fiir alle iibrigen Fortpflanzungsrichtungen nimmt der Brechungsindex 7 der aufler-

ordentlichen Welle einen Wert zwischen 7. und 7, an. Im Fall der Fortpflanzung senkrecht zur
optischen Achse ist die Doppelbrechung An = n, — n, am stiarksten und gleichfalls eine Material-
konstante; fiir Calcit ergibt sich An = 1,4864 — 1,6583 = — 0,172, eine im Vergleich zu anderen
Kristallen sehr starke Doppelbrechung. Auf das negative Vorzeichen wird gleich noch zuriickzu-
kommen sein. Allerdings stimmen bei einer Fortpflanzung senkrecht zur optischen Achse die
Strahlenrichtungen der ordentlichen und der auBerordentlichen Welle iiberein (s. Bild 4.21 b):
Obwohl die Doppelbrechung am stérksten ist, findet keine Aufspaltung in einen ordentlichen und
aufBlerordentlichen Strahl statt. Eine Strahlaufspaltung gibt es also nur in Fortpflanzungsrichtungen
zwischen den Grenzfillen parallel und senkrecht zur optischen Achse; sie erreicht ein Maximum,
wenn die Wellennormalen mit der optischen Achse einen Winkel v = arctan (n./n,) einschlieBen
(zur Ableitung vgl. D. S. BELJANKIN/W. P. PETROW). Fiir Calcit ergibt sich v = 41°52" und eine
maximale Strahlaufspaltung von 6°16'. Ein senkrecht auf eine Flache des Spaltrhomboeders
{1011} auffallender Lichtstrahl kommt der Richtung der maximalen Strahlaufspaltung sehr nahe,
die Strahlaufspaltung betrégt hier 6°14’. (In den Bildern 4.19 und 4.20 ist auch die Strahlaufspal-
tung iibertrieben dargestellt.) Calcit gehort, wie gesagt, zu den stark doppelbrechenden Kristallen.
Fiir den schwach doppelbrechenden Quarz mit n, = 1,5442 und n, = 1,5533 erreicht die Aufspal-
tung zwischen ordentlichem und auBerordentlichem Strahl dagegen nur einen Maximalwert von
0°20" und lasst sich deshalb nicht so einfach wie beim Calcit beobachten.
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Aufgrund der Definition der Doppelbrechung, An = n. — n,, erhilt An bei Calcit ein negatives
Vorzeichen. Aus diesem Grund bezeichnet man Calcit als optisch negativ bzw. spricht man von
einem negativen optischen Charakter. Das bedeutet, die Geschwindigkeit der au3erordentlichen
Welle ist stets grofer als die der ordentlichen Welle. Beim Quarz sind die Verhéltnisse umgekehrt:
Dessen Doppelbrechung An = n, — n, = 1,5533 — 1,5442 =+ 0,0091 ist positiv, und man bezeich-
net ihn deshalb als optisch positiv bzw. spricht von einem positiven optischen Charakter. Die Ge-
schwindigkeit der auerordentlichen Welle ist beim Quarz kleiner als die der ordentlichen Welle.
Die zweischalige Wellenflache (Strahlenfldche) fiir die Fortpflanzung der von einem Punkt aus-
gehenden Wellen besteht aus einer Kugel fiir die ordentliche Welle und aus einem Rotationsellip-
soid fiir die auflerordentliche Welle, das diesmal jedoch innerhalb einer Kugel liegt (Bild 4.18b).
Kugel und Rotationsellipsoid beriihren sich an den DurchstoBpunkten der optischen Achse.

Kristalle, wie Calcit oder Quarz, deren optische Eigenschaften in der beschriebenen Weise
durch eine optische Achse gekennzeichnet sind, werden als optisch einachsig bezeichnet. Es
handelt sich dabei um die Kristalle des tetragonalen, des trigonalen und des hexagonalen Kristall-
systems (der ,,wirteligen* Kristallsysteme), und die optische Achse fallt stets mit der kristallogra-
phischen c-Achse zusammen.

Die Lichtbiindel, die geméf Bild 4.17 einen doppelbrechenden Kristall durchlaufen, haben
noch eine weitere charakteristische Eigenschaft: Thr Licht ist linear polarisiert. In gewdhnlichem
(unpolarisiertem) Licht wechselt nicht nur standig die Grofie, sondern auch die Richtung des elek-
trischen Feldvektors, die Schwingungsrichtung; unpolarisiertes Licht enthélt praktisch alle belie-
bigen Schwingungsrichtungen (senkrecht zur Fortpflanzungsrichtung). Entsprechendes gilt fiir
den magnetischen Feldvektor. Fortpflanzungsrichtung und Schwingungsrichtung (des elektrischen
Feldvektors) spannen die jeweilige Schwingungsebene auf. Bei einer linearen Polarisation behalt
die Schwingungsebene stindig ihre Lage bei und verdndert sich nicht. Die Projektionen sdmtli-
cher in einer polarisierten Lichtwelle auftretenden elektrischen Feldvektoren auf eine Ebene senk-
recht zur Fortpflanzungsrichtung liegen auf einer Geraden. Die Ebene senkrecht zu dieser Gera-
den, die also senkrecht auf der Schwingungsebene steht und die Fortpflanzungsrichtung enthilt,
wird als Polarisationsebene bezeichnet; in dieser Ebene schwingt der magnetische Feldvektor
einer linear polarisierten Lichtwelle.

In einem optisch anisotropen Medium hat man zwischen der Richtung des Strahls § und der
Wellennormalen N, die in diesem Zusammenhang als Vektoren betrachtet werden sollen, zu
unterscheiden. Der elektrische Feldvektor E schwingt senkrecht zur Strahlrichtung S. Senkrecht
zur Wellennormalen /, also in der Wellenfront, schwingt der Vektor der dielektrischen Verschie-
bung D = €E = gE + P (vgl. Abschn. 4.3.2.). Die Vektoren E, S, D, P und N liegen in der
Schwingungsebene; senkrecht zu dieser Ebene schwingt der magnetische Feldvektor H. Die ni-
here Untersuchung zeigt, dass bei der Doppelbrechung die Schwingungsebenen der beiden entste-
henden Lichtwellen senkrecht aufeinander stehen. Bei optisch einachsigen Kristallen, wie Calcit
oder Quarz, liegt die optische Achse (d. h. die c-Achse des Kristalls) in der Schwingungsebene
der auferordentlichen Welle, die mit einem Hauptschnitt zusammenfillt. Die Schwingungsebene
der ordentlichen Welle steht senkrecht auf diesem Hauptschnitt. Die beiden Schwingungsebenen
sind im Bild 4.17 b durch die Schraffur innerhalb der Bildpunkte angedeutet.

Zur Erzeugung linear polarisierten Lichts konnte man ein Lichtbiindel gemé8 Bild 4.17 durch
ein Spaltrhomboeder von Calcit hindurchtreten lassen und hinter dem Kristall eines der beiden
entstehenden Biindel abdecken. Fiir Biindel mit einem etwas groleren Querschnitt wiirde man
jedoch wegen der geringen Strahlaufspaltung von 6°14’ sehr dicke Kristalle bendtigen, um eine
komplette Trennung der beiden Biindel herbeizufithren. Eine effektivere Trennung der beiden
senkrecht zueinander polarisierten Lichtbiindel ist mit geeigneten Prismenkombinationen méglich.
Am bekanntesten ist das ,,Nicolsche Prisma® (Bild 4.22): Ein Spaltrhomboeder aus Calcit mit
geeigneten Abmessungen, an dem die Orientierung der Endflichen durch Abschleifen noch etwas
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verdndert wurde, wird durch einen Schnitt in einer bestimmten Orientierung in zwei Teile zerlegt
und mit Kanadabalsam wieder zusammengekittet, so dass letzten Endes das Calcitrhomboeder
von einer diinnen Schicht aus Kanadabalsam (einem optischen Kitt mit einem Brechungsindex »
= 1,54) durchzogen wird. Der Schnitt und die Strahlenrichtungen sind so gewéhlt, dass der Bre-
chungsindex der auferordentlichen Welle den gleichen Wert, n, = 1,54, erhilt und die Welle

deshalb die Schicht aus Kanadabalsam ohne Brechung durchlduft. Hingegen hat die ordentliche
Welle mit ny = 1,66 einen bedeutend groBeren Brechungsindex und trifft auf die Schicht aus Ka-
nadabalsam unter einem Winkel, bei dem sie Totalreflexion erfahrt, und wird dann an der ge-
schwirzten Fassung des Prismas absorbiert. Es gibt noch verschiedene andere Varianten von
Polarisationsprismen (z. B. nach HARTNACK/PRAZMOWSKI sowie GLAN/THOMPSON).

Bild 4.22. NicoLsches Prisma (Originalkonstruktion von NICOL).
O Optische Achse; S. auBlerordentlicher Strahl; S, ordentlicher Strahl. Nach P. RAMDOHR/H. STRUNZ.

Neben diesen Prismen fiir hochste Anspriiche werden heute tiberwiegend die billigeren Polari-
sationsfilter verwendet. Sie beruhen auf der unterschiedlichen Absorption der ordentlichen und
der auBerordentlichen Welle in manchen doppelbrechenden Kristallen (Pleochroismus oder Di-
chroismus). Eine Substanz mit extrem unterschiedlicher Absorption ist ,,Herapathit™ (Periodid des
Chininsulfats), das in Form diinner Kristallplittchen oder diinner Folien aus Nitrozellulose mit
orientiert eingelagerten Herapathitnddelchen als Polarisationsfilter verwendet wird. Andere Pola-
risationsfilter sind Folien aus organischen Substanzen mit langkettigen Molekiilen und geeigneten
eingelagerten Farbstoffen; durch einen Streckungsprozess werden die langkettigen Molekiile ge-
richtet und dabei die eingelagerten Farbstoffmolekiile orientiert, wodurch kiinstlich ein starker
Pleochroismus hervorgerufen wird.

4.4.1.3. Ellipsoide von FRESNEL und von FLETCHER (Indikatrix)

Bisher wurden die kristalloptischen Eigenschaften optisch einachsiger Kristalle betrachtet. Wie
schon anschaulich aus der Gestalt der zweischaligen Wellenfldchen (Strahlenflachen) hervorgeht
(vgl. Bild 4.18), sind diese Eigenschaften rotationssymmetrisch und geniigen der (kontinuierli-
chen) Symmetriegruppe co/mm. Optisch einachsig sind die Kristalle der ,,wirteligen* Kristallsys-
teme. Bei den Kristallen der niedriger symmetrischen Kristallsysteme ist auch eine niedrigere
Symmetrie ihrer optischen Eigenschaften zu erwarten. Fiir eine allgemeingiiltige Darstellung der
optischen Eigenschaften von Kristallen ist es zweckmaBig, sich auf die Représentationsflachen fiir
den Tensor der relativen Dielektrizitdtskonstante €, zu beziehen. Wie im Abschn. 4.2.3. fiir den
Tensor der Warmeleitfahigkeit ausgefiihrt, kann man aus den Komponenten eines polaren sym-
metrischen Tensors 2. Stufe eine quadratische Form bilden, die die Gleichung fiir die sog. charak-
teristische Flache des Tensors darstellt. Unter den gegebenen Voraussetzungen handelt es sich um
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ein im Allgemeinen dreiachsiges Ellipsoid, das FRESNELsche Ellipsoid. Wiahlt man das Koordi-
natensystem so, dass es mit den Hauptachsen dieses Ellipsoids zusammenfillt, und bezeichnet die
Komponenten des Tensors beziiglich dieser Hauptachsen mit &, &3, &, so lautet die Gleichung
des FRESNELschen Ellipsoids:

2 2 2
EraX +8rby +8cm = 1

Die Halbmesser der Hauptachsen des Ellipsoids betragen l/\/s, , I/\/¢, bzw. I/\/¢,. . Auf die

Bedeutung dieses von FRESNEL (1815) eingefiihrten Ellipsoids als kristallographische Bezugsfla-
che wird im Abschn. 4.4.1.4. ndher eingegangen.

Die kristalloptischen Eigenschaften lassen sich besonders iibersichtlich darstellen, wenn man
von dem zu &, reziproken Tensor ausgeht. Auch diesem reziproken Tensor €' kann man mittels

seiner quadratischen Form eine charakteristische Flache zuordnen, die gleichfalls ein im Allge-
meinen dreiachsiges Ellipsoid darstellt (Bild 4.23). Es wurde von FLETCHER (1891) eingefiihrt
und /ndikatrix genannt. Bezogen auf die Hauptachsen, lautet die Gleichung der Indikatrix

xz/gm+y2/erb+zz/em =1.
Die Halbmesser der Hauptachsen der Indikatrix betragen /¢, /€,, bzw. /€, . Diese Betrige

sind gemil den Bezichungen /¢, =n,; \/&, =ny; /€, =n, die sog. Hauptbrechungsindizes des

betreffenden Kristalls. Ein Hauptbrechungsindex ist der Brechungsindex einer Welle, die in Rich-
tung der betreffenden Hauptachse der Indikatrix schwingt. Die Indizierung der Hauptbrechungs-
indizes wird stets so vorgenommen, dass n, < ng < n, gilt; sofern sie unterschiedlich sind, ist also
n, stets der kleinste, n, der grofite und ng der mittlere Hauptbrechungsindex. (In der Literatur wer-
den auBlerdem noch die Bezeichnungen n,, n,, n3; n,, ny, ne; vy, 1y, 13 Ay, By, nz; No, Ng, Ny; Ny, N,
N; Nx, Ny, Nz; N,, N,,, N, oder a, 8, y verwendet!) Trotz der engen Beziehungen zu einem Tensor
bilden die Brechungsindizes als solche keinen Tensor.

Anhand der Indikatrix kann das Verhalten von Lichtwellen beliebiger Fortpflanzungsrichtung
im Kristall sehr anschaulich verfolgt werden. Die Wellennormale N der betreffenden Lichtwelle
wird durch den Mittelpunkt der Indikatrix gelegt und eine zu N senkrechte Ebene (entsprechend
einer Wellenfront) durch den Mittelpunkt konstruiert, die die Indikatrix diametral durchschneidet.
Die Schnittfigur eines Ellipsoids mit einer Ebene ist im Allgemeinen eine Ellipse (Bild 4.24). Die
beiden zueinander senkrechten Achsen dieser Schnittellipse geben die Schwingungsrichtungen
der beiden zu N gehorenden Wellen an, die den Kristall durchlaufen. Die Halbmesser stellen den
Brechungsindex der in der betreffenden Achsenrichtung schwingenden Welle dar. Der von der
langeren Achse der Schnittellipse dargestellte groBere Brechungsindex wird als 7 bezeichnet

und gehdrt zur langsameren Welle; der von der kiirzeren Achse der Schnittellipse dargestellte
kleinere Brechungsindex wird als n) bezeichnet und gehort zur schnelleren Welle. Eine Unter-

scheidung in eine ordentliche und eine auflerordentliche Welle gibt es von vornherein nicht; bei
einem dreiachsigen Ellipsoid verhalten sich beide Wellen im Allgemeinen ,,au3erordentlich®.

Da die Indikatrix die Eigenschaften eines Kristalls darstellt, muss sie nach dem NEUMANN-
schen Prinzips auch der Symmetrie des betreffenden Kristalls geniigen: In den einzelnen Kristall-
systemen gelten fiir die Indikatrix (wie auch fiir das Ellipsoid von FRESNEL) die in Tab. 4.2 aufge-
fiihrten Beziehungen (wobei es keinen Unterschied macht, dass dort das Symbol ¢ fiir die
Komponenten des Verzerrungstensors benutzt wurde).
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Bild 4.23. Dreiachsiges Ellipsoid. Bild 4.24. Dreiachsiges Ellipsoid (Indikatrix) mit
Schnittellipse zur Konstruktion der beiden zur
Wellennormalen N gehérenden Schwingungsrich-
tungen.

Im rhombischen, monoklinen und triklinen Kristallsystem ist die Indikatrix, wie gesagt, ein
dreiachsiges Ellipsoid mit Hauptachsen unterschiedlicher Lange, und wir haben drei unterschied-
liche Hauptbrechungsindizes n, <ng<n,. Im rhombischen Kristallsystem miissen die Hauptachsen
der Indikatrix mit den (orthogonalen) kristallographischen Achsen iibereinstimmen. Im monokli-
nen Kristallsystem fdllt nur die kristallographische b-Achse mit einer der drei Hauptachsen der
Indikatrix zusammen. Im triklinen Kristallsystem gibt es keine Bedingungen fiir die Orientierung
der Indikatrix gegeniiber den kristallographischen Achsen. Wie im Abschn. 4.4.1.4. néher ausge-
fiihrt wird, sind die Kristalle des triklinen, monoklinen und rhombischen Kristallsystems optisch
zweiachsig. (Merke: Eine dreiachsige Indikatrix gehdrt zu einem optisch zweiachsigen Kristall!)

In den wirteligen Kristallsystemen (tetragonal, trigonal, hexagonal) ist die Indikatrix ein Rota-
tionsellipsoid (Bild 4.25). Die Rotationsachse féllt mit der c-Achse zusammen und ist die optische
Achse; die Kristalle sind optisch einachsig. Eine Ebene senkrecht zur optischen Achse durch den
Mittelpunkt der Indikatrix schneidet diese in einem Kreis: Fiir alle Schwingungsrichtungen senk-
recht zur optischen Achse ergibt sich der gleiche Brechungsindex n,. Eine Welle, die sich parallel
zur optischen Achse fortpflanzt, verhdlt sich wie in einem isotropen Medium. Es gibt in dieser
Richtung weder Polarisation noch Doppelbrechung. Der Halbmesser der Rotationsachse des El-
lipsoids gibt den Brechungsindex . fiir eine Welle an, die parallel zur optischen Achse schwingt.
Ist die Rotationsachse ldanger als der dazu senkrechte Durchmesser des Rotationsellipsoids
(Bild 4.25a), gilt n. > n,; n. = ny; n, = n, = ng sowie An = n,— n, > 0; der Kristall ist optisch positiv.
Ist die Rotationsachse kiirzer als der dazu senkrechte Durchmesser des Rotationsellipsoids (Bild
4.25b), so gilt n. < ng; n. = ny; ny = n, = ng sowie An = n, — n, < 0; der Kristall ist optisch negativ.
Fiir irgendeine beliebige Richtung der Wellennormalen /V schneidet die zu /V senkrechte Diame-
tralebene die Indikatrix in einer Ellipse, deren eine Achse stets in der ,,Aquatorebene“ liegt, so
dass der Halbmesser immer dieselbe Lénge n, hat. Damit hat man die Schwingungsrichtung und
den Brechungsindex der zu N gehorenden ordentlichen Welle; diese hat also fiir alle Richtungen
von NN denselben Wert. Der Halbmesser der anderen Achse der Schnittellipse hat eine Lange n_,

die zwischen n, und n, liegt; damit hat man die Schwingungsrichtung und den Brechungsindex
der zu NV gehorenden auBerordentlichen Welle. Schwingungsrichtung, Wellennormale N, und
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a) b)

Bild 4.25. Indikatrix a) eines optisch einachsig positiven Kristalls, b) eines optisch einachsig negativen
Kristalls.

O Optische Achse.

optische Achse liegen in einer Ebene, dem Hauptschnitt. Man vergegenwartige sich, dass mittels
der Indikatrix fiir optisch einachsige Kristalle dieselben Ergebnisse erhalten werden wie im
Abschn. 4.4.1.2. anhand der zweischaligen Strahlenfldche (Wellenfldche nach HUYGENS)!

Im kubischen Kristallsystem hat die Indikatrix die Gestalt einer Kugel: Jeder Schnitt mit einer
Ebene ist ein Kreis; die Brechungsindizes sind fiir sémtliche Schwingungsrichtungen gleich, und
es gibt keine Doppelbrechung. Die Kristalle des kubischen Kristallsystems sind optisch isotrop.

Die Aussagen iiber die Symmetrie der Indikatrix und damit {iber die optischen Eigenschaften
verstehen sich flir ungestorte, homogene Kristalle. Wird durch Inhomogenitédten oder durch du-
Bere Felder die Symmetrie des Kristalls vermindert, so kann sich auch sein optischer Charakter
dndern, und kubische Kristalle konnen doppelbrechend, optisch einachsige Kristalle konnen op-
tisch zweiachsig werden. Insbesondere werden kubische Kristalle (wie auch andere optisch iso-
trope Medien, z. B. Gldser) unter der Einwirkung mechanischer Spannungen doppelbrechend
(Spannungsdoppelbrechung).

Eine Doppelbrechung gibt es auch bei fliissigen Kristallen sowie bei bestimmten Texturen. In-
teressanterweise zeigen faserférmige Texturen, die aus verschiedenen Phasen zusammengesetzt
sind, auch dann eine Doppelbrechung, wenn diese Phasen fiir sich optisch isotrop (also nicht dop-
pelbrechend) sind, sofern sich die Brechungsindzies der Phasen unterscheiden (4ggregatdoppel-
brechung). Im allgemeinen resultiert die Doppelbrechung einer Textur sowohl aus der Eigendop-
pelbrechung ihrer Bestandteile als auch aus der Aggregatdoppelbrechung. Faserformige Texturen
sind meist optisch einachsig positiv.

4.4.1.4. Optisch zweiachsige Kristalle

Betrachten wir nun die kristalloptischen Eigenschaften von Kristallen, deren Indikatrix durch ein
dreiachsiges Ellipsoid dargestellt wird: Anders als bei den optisch einachsigen Kristallen ist in
allen drei Hauptachsenrichtungen der Indikatrix eine Doppelbrechung zu beobachten. Entspre-
chend der Relation der Hauptbrechungsindizes n, < ng < n, ist die Doppelbrechung am grofiten,
wenn die Wellennormale N die Richtung der zu ng gehérenden Hauptachse hat, ndmlich
Any, =n,—n, (vgl. Bild 4.24). In Richtung der beiden anderen Hauptachsen findet man die Dop-
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pelbrechungen An, = n, — ng bzw. An, = ng — n,. Doch gibt es auch bei einer dreiachsigen Indika-
trix Richtungen, in denen keine Doppelbrechung zu beobachten ist. Um sie zu finden, wird die
Wellennormale N zwischen den Richtungen der Hauptachsen von 7, und n, variiert. Die zugeho-
rigen Schnittellipsen haben alle eine gemeinsame Achse in Richtung der Hauptachse von n (Bild
4.26) und damit fiir die betreffende Schwingungsrichtung denselben Brechungsindex ng. Der Bre-
chungsindex der zweiten, dazu senkrechten Schwingungsrichtung entspricht dem anderen Halb-
messer der Schnittellipse und bewegt sich zwischen n, und n,. Wegen n, <ng <n, gibt es dabei
eine Richtung von N, in der auch der zweite Brechungsindex gerade den Wert ng annimmt. In
diesem Fall wird die Schnittellipse zu einem Kreis, und es gibt keine Doppelbrechung. An einem
dreiachsigen Ellipsoid gibt es zwei solcher Kreisschnitte (Bild 4.26). Die zugehdrigen Wellen-
normalen N, und N; , in denen es also keine Doppelbrechung gibt, heiBen optische Achsen, auch
primdre optische Achsen oder Binormalen. Die betreffenden Kristalle nennt man optisch zweiach-

Sig.

2 1
A{a | ;Va

Bild 4.26. Dreiachsiges Ellipsoid (Indikatrix) mit den beiden
Kreisschnitten und den zugehorigen Binormalen /V, ; und NN, g .

Die optischen Achsen schlieBen den optischen Achsenwinkel 2V ein. In der Literatur wird als
2V gewdhnlich der jeweilige spitze Winkel zwischen N, und N, angegeben; er ist gleich den

Hauptbrechungsindizes eine kennzeichnende Materialeigenschaft. In der durch die optischen
Achsen bestimmten optischen Achsenebene liegen stets die Hauptachsen von n, und n,, die die
Winkel zwischen den optischen Achsen halbieren und deshalb als positive (n,) bzw. negative Bi-
sektrix (n,) bezeichnet werden. Diejenige von ihnen, die den spitzen Winkel halbiert, heifit auler-
dem spitze Bisektrix oder erste Mittellinie; diejenige, die den stumpfen Winkel halbiert, heif3t
stumpfe Bisektrix oder zweite Mittellinie. Die Hauptachse von ng steht stets senkrecht auf der
optischen Achsenebene und heif3t optische Normale. Ist die Hauptachse von n, die spitze Bisektrix
(2¥7, < 90°), so nennt man den Kristall optisch (zweiachsig) positiv; ist die Hauptachse von n, die
stumpfe Bisektrix (27, > 90°), so nennt man den Kristall optisch (zweiachsig) negativ. 2V, ist
dabei derjenige Achsenwinkel, der die Hauptachse von n, als Bisektrix hat; er berechnet sich auf-
grund der geometrischen Zusammenhdnge in einem Ellipsoid aus den Hauptbrechungsindizes
gemél:

nf (ng -nl) 3 Un? —l/n[f Un? =Vn;

= bzw. tan’V, = .
2 2 2 2 2 2 2
ng (n; —ny)  Vng —Un; " VUng —1n

o
smVy—
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Néherungsweise gelten auch die etwas einfacheren MALLARDschen Formeln , in die nur die Dop-

pelbrechungen in den einzelnen Hauptschnitten eingehen:
n,—n, An n,—n; An

P ; cos’V, LA ; tan’V, =~
n,—n, An, n,—n, An, n,—n, An

3 nB —-n, An

a c

sin’ ¥, ~

a

Mit ihrer Hilfe kann man z. B. bei Kenntnis des optischen Achsenwinkels, der Doppelbrechung
eines Hauptschnitts und eines Hauptbrechungsindex die Indikatrix eines zweiachsigen Kristalls
niherungsweise berechnen.

Wenden wir uns noch einmal dem Ellipsoid von FRESNEL zu: Die Hauptachsen dieses Ellip-
soids stimmen in ihrer Richtung mit jenen der Indikatrix iiberein, ihre Halbmesser entsprechen
jedoch den reziproken Hauptbrechungsindizes und damit den Hauptlichtgeschwindigkeiten
(Hauptphasengeschwindigkeiten) v,, vy, v,

We, =Un,=vjc; e, =Un =vje; e, =Un =vc

mit der Lichtgeschwindigkeit ¢ im Vakuum. Mit Hilfe des Ellipsoids von FRESNEL kann man des-
halb die (zweischalige) Strahlenfliche (Wellenfldche) ableiten, die fiir die HUYGENSsche Kons-
truktion der Lichtausbreitung (analog den Bildern 4.19 und 4.20) bendtigt wird. Hierzu geht man
genauso vor wie bei der Ermittlung der Brechungsindizes aus der Indikatrix (vgl. Bild 4.24). An-
stelle der Wellennormalen V tritt jetzt die Strahlrichtung S; senkrecht zu § wird eine Diametralebene
durch das Fresnelsche Ellipsoid gelegt. Die Achsen der Schnittellipse geben die beiden Schwin-
gungsrichtungen und deren Halbmesser die Strahlengeschwindigkeiten fiir die Strahlrichtung § an.
Tragen wir die beiden Geschwindigkeiten entlang von .S ab und lassen § alle Richtungen durchlau-
fen, so erhalten wir die zweischalige Strahlenfldche (Wellenfldche) eines optisch zweiachsigen Kris-
talls (Bild 4.27). Sie erfiillt die gleiche Funktion wie die Strahlenflache (Wellenfliche) eines optisch
einachsigen Kristalls (vgl. Bild 4.18), stellt jedoch eine Flache 4. Ordnung dar.

Bild 4.27. Strahlenfliche (Wellenfldche) eines optisch
zweiachsigen Kristalls.

Slo und S; Biradialen.

Auch am Fresnelschen Ellipsoid gibt es zwei kreisformige Schnitte: Fiir die zu diesen Schnit-
ten senkrechten Strahlrichtungen S, und S gibt es nur eine Strahlengeschwindigkeit; sie hei-
Ben Biradialen oder sekunddire optische Achsen. In den Richtungen der Biradialen beriihren sich
die innere und die duflere Schale der Strahlenfléche: Die duflere Schale ist an diesen Beriihrungs-
punkten gleich einem Nabel eingetieft, wihrend sich die innere Schale dieser Eintiefung ent-
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gegengewdlbt. Die Biradialen fallen im Allgemeinen nicht mit den Binormalen zusammen, liegen
jedoch wie diese in der optischen Achsenebene und schlieBen einen Achsenwinkel 27 ein, der
sich zu:

, ,, 1= (nu/np)2
tanV]=(n,/n,)tanV, bzw. tan"V =———
v v v Y (ny/nﬁ) _1

berechnet. Deshalb findet man bei optisch zweiachsigen Kristallen keine Richtung vélliger opti-
scher Isotropie wie bei den einachsigen Kristallen in Richtung ihrer optischen Achse. Bei Aus-
breitungsrichtungen bzw. Strahlrichtungen nahe den optischen Achsen kommt es iiberdies zu be-
sonderen Erscheinungen: Ein Lichtstrahl (Lichtbiindel), der in einer Anordnung gemaf3 Bild 4.28
einen optisch zweiachsigen Kristall durchdringt und dessen Wellennormale die Richtung einer
Binormalen (z. B. NV i,) hat, verwandelt sich in einen Strahlenkegel. Alle Strahlen entlang einem
bestimmten Kegelmantel haben nach der HUYGENSschen Konstruktion (die hier nicht im einzel-
nen dargestellt wird) dieselbe Wellennormalenrichtung N, : Die Tangentialebene senkrecht zu
N, an die duBere Schale der Strahlenfliche deckt die nabelformige Vertiefung am Austrittspunkt
von S, gerade zu und beriihrt die duBere Schale nicht nur an einem Punkt, sondern entlang einem
Kreis. Hinter einer senkrecht zu N, geschnittenen Kristallplatte beobachten wir deshalb einen
Lichtring mit bestimmten Schwingungsrichtungen, die sich umlaufend verdndern (Bild 4.28b).
Diese Erscheinung wird innere konische Refraktion genannt.

Bl

,

o e .

Bild 4.28. Innere konische Refraktion.

a) Strahlengang (Schnitt); b) Seitenansicht mit Lichtring; /N 10 Richtung einer Binormalen; B/ Blende. Die Schwin-
gungsrichtungen im Schnitt und im Lichtring sind angedeutet (im Experiment erscheint der Lichtring aus hier nicht
dargelegten Griinden doppelt).

Andererseits ergibt sich die Strahlrichtung einer Biradialen (z. B. S, ) nach der HUYGENSschen
Konstruktion (die hier gleichfalls nicht dargestellt wird) gleichzeitig fiir eine ganze Mannigfaltig-
keit von Wellenfronten im Kristall. Die Normalen dieser Wellenfronten bilden wiederum einen
Kegelmantel. Lasst man ein divergentes Lichtbiindel, das alle diese Wellenfronten enthilt, in den
Kristall eintreten und blendet einen Strahl durch den Kristall in Richtung S, aus (Bild 4.29),
dann wandelt sich dieser Strahl beim Austritt aus dem Kristall entsprechend den zugehdrigen
Wellenfronten in einen Strahlenkegel um: Man beobachtet hinter dem Kristall wiederum einen
Lichtring, der sich diesmal mit zunehmender Entfernung vom Kristall immer weiter 6ffnet. Diese
Erscheinung wird duflere konische Refraktion genannt. Die Winkelbezichungen bei den koni-
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schen Refraktionen sind noch einmal im Bild 4.30 zusammengestellt. Als Beispiel finden wir fiir
die Kristalle von Schwefel (Kristallklasse mmm): n,=c/v,=2,2483; ng=c/v,=2,0401;
ng=c/v,=1,9598; 21V'=69°05"; 2V = 61°56"; pn = 6°56'; ps = 7°20' (alle Werte fiir die Wellen-
lange der D-Linie von Na; ¢ Lichtgeschwindigkeit im Vakuum).

B

/

//
;

Bild 4.29. Aufere konische Refraktion.

a) Strahlengang (Schnitt); b) Seitenansicht mit Lichtring; § ]0 Richtung einer Biradialen; B/ Blende. Der Winkel ¢
ist wegen der Brechung beim Ubergang Kristall — Luft groBer als ¢s im Bild 4.30.

Vo

Bild 4.30. Winkelbeziehungen bei den konischen Refraktionen.

Teilschnitt durch die doppelschalige Strahlenflache, vgl. Bild 4.27. ¢y Winkel der inneren konischen Refraktion; ps
Winkel der duBeren konischen Refraktion; Ni, Richtung einer Binormalen (primére optische Achse); S10 Rich-
tung einer Biradialen (sekundire optische Achse); Wy Wellenfront des Kegels der inneren konischen Refraktion
(Tangente an die Ellipse im Punkt / und an die Kugel im Punkt 3); W: und WS' zwei Wellenfronten des Kegels
der duBeren konischen Refraktion (Tangente an die Ellipse und an die Kugel im Punkt 2).

4.4.1.5. Das Polarisationsmikroskop

Kristalloptische Experimente und Beobachtungen werden praktisch ausschlieBlich mit polarisier-
tem Licht vorgenommen. Wichtige optische Bauelemente sind dabei Polarisatoren, die — vor dem
Kristall — zur Erzeugung von polarisiertem Licht dienen oder — hinter dem Kristall — zur Analyse
des Schwingungszustandes des Lichts benutzt und dann als Analysator bezeichnet werden. Als
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weitere polarisationsoptische Bauelemente werden Kompensatoren verwendet, die den Schwin-
gungszustand der Lichtwellen in bestimmter Weise verdndern. Zum Beobachten und Messen kris-
talloptischer Eigenschaften, vornehmlich zur Diagnose von Mineralen und anderen Materialien,
spielt das Polarisationsmikroskop eine wichtige Rolle. Es vereint die Funktion und die Bauteile
eines gewohnlichen Mikroskops — Objektiv, Tubus, Okular — mit verschiedenen polarisationsopti-
schen Einrichtungen (Bild 4.31). Der Polarisator befindet sich unter dem drehbaren Objekttisch
zwischen einer lichtstarken Beleuchtungseinrichtung und dem Kondensor, dessen Apertur ver-
stellbar ist. Das Objekt wird mit dem Objekttisch gemeinsam gedreht, so dass die Schwingungs-
richtungen optisch anisotroper Kristalle gegeniiber dem Polarisator beliebig eingestellt werden
konnen. Der Objekttisch ist zentrierbar und besitzt eine Gradeinteilung; seine Stellung kann gegen
ein Fadenkreuz im Okular abgelesen werden.

Bild 4.31. Polarisationsmikroskop mit Strahlengang (Schemay).

1 Beleuchtungseinrichtung mit Lichtquelle, Kollektor, Leuchtfeldblende und Spiegel; 2 Polarisator; 3 Kondensor
mit Kondensor-Aperturblende; 4 drehbarer Objekttisch; 5 Objekt; 6 Objektiv; 7 Einschub fiir Kompensator; 8 Ana-
lysator; 9 Umlenkprisma; /0 einklappbare AMICI-BERTRAND-Linse mit Tubus-Irisblende; 7/ Okular; /2 ,,Tubus-
trieb* (bei modernen Mikroskopen wird nicht der Tubus, sondern der Objekttisch samt Kondensor bewegt); /3
Stativ.

Das Objektiv ist auswechselbar. Die verschiedenen Objektive nehmen vom Objekt unter-
schiedlich weit gedffnete Strahlenbiindel auf: die schwécheren Objektive schmale, die starkeren
weite. Der Offnungswinkel wird nach ERNST ABBE) (1873) durch die numerische Apertur A=n
sina, gekennzeichnet: n ist der Brechungsindex des Mediums (Luft, Wasser oder Ol) zwischen
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Objekt und Objektiv, a, die Neigung des Grenzstrahls in diesem Medium gegen die Mikroskop-
achse. Auf den Objektiven sind jeweils ihre Eigenvergrofierung und Apertur angegeben, z. B.
10/0,25; 63/0,85; 90/1,20 (Wasser) oder 100/1,30 (Ol). Fiir Messungen miissen die Objektive
vollig frei von Spannungsdoppelbrechung sein (gewohnliche Objektive sind es héufig nicht!).
Unmittelbar {iber dem Objektiv hat der Tubus einen Schlitz zum Einschieben von Kompensatoren.
Darauf folgt ein zweites Polarisationsfilter, der Analysator; er kann ein- und ausgeklappt sowie
gedreht werden. Die Schwingungsrichtungen von Polarisator und Analysator stehen in der ge-
brauchlichen Arbeitsstellung senkrecht zueinander (gekreuzte Polarisatoren oder ,,gekreuzte
NicoLs*) und werden dabei parallel zum Fadenkreuz im Okular eingestellt. Zur bequemeren Be-
obachtung konnen die Mikroskope einen Schriagtubus haben; der Strahlengang wird durch ein
Umlenkprisma geknickt. Vor dem Okular kann eine Linse, die von AMICI und BERTRAND einge-
fithrte AMICI-BERTRAND-Linse, in den Tubus eingeschoben werden. An verschiedenen Stellen des
Mikroskops sind Blenden angebracht, die zur Eingrenzung des Gesichtsfeldes oder zur Begren-
zung der Apertur der abbildenden Strahlen dienen. Je eine solche Blende befindet sich vor dem
Polarisator, im Kondensor und an der AMICI-BERTRAND-Linse und bei manchen Mikroskopen
auch im Objektiv und im Gesichtsfeld des Okulars.

Das Polarisationsmikroskop gestattet zwei Einstellungsmoglichkeiten. Die orthoskopische Ein-
stellung entspricht der iiblichen mikroskopischen Beobachtungsweise; es wird ein vergroBertes
Bild des Préparats betrachtet. Die Vergroflerung ergibt sich als Produkt der VergroBerungen von
Objektiv und Okular. Der Kondensor wird auf eine geringe Apertur eingestellt, und die Divergenz
des Strahlenbiindels, das das Préparat durchdringt, bleibt gleichfalls gering (,,paralleles Licht™).
Bei der konoskopischen Einstellung wird das Priparat von einem stark konvergierenden Strahlen-
biindel durchsetzt, zu dessen Erzeugung der Kondensor auf eine hohe Apertur eingestellt wird. Es
wird auch kein Bild des Objektes, sondern — bei gekreuzten Polarisatoren — die Interferenzfigur in
der hinteren Brennebene des Objektes betrachtet; hierzu wird die AMICI-BERTRAND-Linse in den
Tubus eingeschoben.

Die geschilderten Einstellungen werden bei der Durchlichtmikroskopie angewendet und setzen
durchsichtige Objekte voraus. Vornehmlich werden Diinnschliffe untersucht; das sind geschliffene
Préparate, meistens mit einer Dicke von 20...30 um. Bei stark absorbierenden, undurchsichtigen
(opaken) Materialien wird die Auflichtmikroskopie (auch Metall- oder Erzmikroskopie genannt)
angewendet. Hierbei wird das Objekt — ein ebener, moglichst relieffrei polierter Anschliff — mit
einem Opakilluminator von oben durch das Objektiv hindurch beleuchtet. Aus einer Beleuch-
tungseinrichtung tritt das Licht, nachdem es gegebenenfalls einen Polarisator passiert hat, von der
Seite in den Tubus ein, wo es durch ein kleines Prisma oder Glasplattchen umgelenkt wird. Beob-
achtet wird also im reflektierten Licht.

Bei Untersuchungen von Diinnschliffen oder Kérnerpraparaten ist es von Nachteil, dass die
Kristalle nur in den zufdllig vorgegebenen Schnittlagen zu beobachten sind. Es wird daher nur
selten gelingen, im Polarisationsmikroskop ohne weiteres die genaue Lage der Indikatrix in einem
Kristall zu ermitteln. In solchen Fillen fiihrt der Universaldrehtisch (,,U-Tisch*) nach FEDOROV
(1893) weiter. Der U-Tisch wird auf den Objekttisch geschraubt und gestattet es, das Objekt um
—je nach Ausfithrung — zwei bis fiinf Achsen in alle Richtungen zu drehen (Bild 4.32). Dadurch
kann das Objekt in nahezu jede beliebige Lage zur Mikroskopachse und zu den Schwingungsrich-
tungen der Polarisatoren gebracht und Orientierung und Form der Indikatrix ermittelt werden,
insbesondere die Lage der optischen Achsen und der Achsenwinkel. Kristallographische Bezugs-
richtungen (Spaltrisse, Zwillingsebenen) konnen gleichfalls eingemessen werden. Das Objekt
wird in dem U-Tisch mit einer Immersionsfliissigkeit zwischen zwei Kugelsegmenten aus Glas
mit einem dem Objekt dhnlichen Brechungsindex aufgenommen, um eine Totalreflexion an der
Grenze Kristall — Luft bei den Schrégstellungen zu vermeiden.
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Bild 4.32. Vierkreisiger Universaldrehtisch.

Rechts oben: oberes Halbkugelsegment mit Parallelfiihrer; rechts unten: unteres Halbkugelsegment.
Hersteller: Carl Zeiss Jena.

4.4.1.6. Orthoskopie

Bei orthoskopischen Beobachtungen — vornehmlich ist an das Polarisationsmikroskop gedacht —
haben die den Kristall durchsetzenden Strahlen eine geringe Divergenz; zur Beschreibung der
Beobachtungen gentigt es, von der Annahme paralleler Strahlen auszugehen.

Bestimmung von Brechungsindizes. Die Bestimmung von Brechungsindizes, die sehr emp-
findliche Merkmale zur Charakterisierung und Unterscheidung von Kristallen darstellen, er-
folgt in orthoskopischer Anordnung. Bei ihrer Messung in polarisiertem Licht erhdlt man die
Brechungsindizes n; und 7 fiir die der betreffenden Wellennormalen zugeordneten Schwin-
gungsrichtungen (vgl. Bild 4.24). Einzelheiten dieser Messungen entnehme man der weiter-
fiihrenden Literatur (z. B. F. RAAZ/H. TERTSCH und F. RINNE/M. BEREK). Erwihnt sei, dass
nach der Methode der Totalreflexion (vgl. Abschn. 4.4.1.1) an einer beliebig orientierten
Schnittfliche eines doppelbrechenden Kristalls alle Hauptbrechungsindizes bestimmt werden
konnen.

Von besonderer Bedeutung fiir die Bestimmung der Brechungsindizes mikroskopischer
Préparate ist die Immersionsmethode. Die Kristallkornchen werden auf einen Objekttriger
gestreut, ein Tropfen der Immersionsfliissigkeit wird hinzugegeben und mit einem Deckglés-
chen abgedeckt. Das zu bestimmende Korn wird zwischen gekreuzten Polarisatoren in Auslo-
schungsstellung (siche weiter unten) gebracht, dann wird der Analysator herausgeklappt und
das Korn beobachtet. Wenn die Konturen der Probe scharf und deutlich zu erkennen sind,
dann sind die Brechungsindizes von Fliissigkeit und Probe verschieden. Die Konturen ver-
schwinden, wenn die Brechungsindizes iibereinstimmen. Es muss also eine Immersionsfliis-
sigkeit mit dem gleichen Brechungsindex gefunden werden. Man verwendet dazu entweder
einen Satz von Fliissigkeiten mit bekanntem Brechungsindex, oder es werden Fliissigkeiten
mit unterschiedlichen Brechungsindizes gemischt, und der Brechungsindex der Mischung
wird danach mit einem Refraktometer gemessen. Einige giinstige Fliissigkeitssysteme fiir der-
artige Mischungen, die sich auch bei lingerem Aufbewahren kaum verdndern, sind in Tab.
4.10 mit den erreichbaren Brechzahlintervallen angefiihrt. Es ist unbequem, bei der Immer-



314 4. Kristallphysik

sionsmethode die Fliissigkeiten zu wechseln. Daher sind Methoden entwickelt worden, um
den Brechungsindex der Fliissigkeit durch eine Verdnderung der Temperatur zu variieren,
wozu einmal ein Heiztisch, zum anderen eine Immersionsfliissigkeit mit einem hohen Tempe-
raturkoeffizienten des Brechungsindex erforderlich sind. Bei der sog. Doppelvaria-
tionsmethode nach EMMONS [4.5] werden sowohl die Temperatur als auch die Wellenldnge
variiert.

Tabelle 4.10. Immersionsfliissigkeiten fiir die mikroskopische Bestimmung von Brechungsindizes.

Immersionsfliissigkeit (Mischung) Bereich des Brechungsindex
Wasser — Glyzerol 1,33 ... 1,48
Paraffindl — a-Bromnaphthalen 1,48 ... 1,66
a-Bromnapthalen — Diiodmethan (Methyleniodid) 1,66 ... 1,74
Diiodmethan mit gelostem Schwefel und Phosphor 1,74 ... 2,07
Schmelzen von Schwefel — Selen — Arsenselenid 1,93 ...3,17

Fiir die Zuverlassigkeit der Immersionsmethode ist ausschlaggebend, dass das Verschwinden
der Kristallkonturen moglichst genau eingegrenzt wird. Die Empfindlichkeit der Beobachtung
kann durch Verstellen der Beleuchtungseinrichtung, durch schiefe Beleuchtung sowie durch Ein-
schieben einer Halbblende in den Tubus iiber dem Objekt gesteigert werden.

Einen wertvollen Hinweis bei der Beobachtung gibt die BECKEsche Linie: An der Grenze zwi-
schen zwei Medien mit unterschiedlichen Brechungsindizes ist ein heller Lichtsaum zu beobach-
ten, der durch ein Zusammenspiel von Brechung, Totalreflexion und Beugung zustande kommt.
Ist die Grenze scharf eingestellt, so siecht man den Lichtsaum an der Seite des hoher brechenden
Mediums. Verdndert man die Einstellungsschirfe, so verschiebt sich der Lichtsaum. Es gilt die
Regel: Beim Heben des Tubus wandert die Beckesche Linie in das Adher brechende Medium.
Beim Senken des Tubus verschiebt sie sich dagegen in das schwicher brechende Medium. Auch
in einem Diinnschliff kdnnen mit Hilfe der Beckeschen Linie die Brechungsindizes durch Ver-
gleich mit benachbarten, bekannten Kristallen oder mit dem Einbettungsmittel (z. B. Kanadabal-
sam mit n = 1,54) eingegrenzt werden

Kristalle zwischen gekreuzten Polarisatoren. Sind die Schwingungsrichtungen von Polarisator
und Analysator genau senkrecht zueinander eingestellt (gekreuzte Polarisatoren), so herrscht
— ohne Préparat — Dunkelheit: Die durch den Polarisator vorgegebene Schwingungsrichtung kann
den Analysator nicht passieren und wird ausgeldscht. Wenn als Objekt ein optisch isotroper Kris-
tall oder ein doppelbrechender Kristall, dessen (primére) optische Achse mit der Beobachtungs-
richtung tibereinstimmt, eingesetzt wird, &dndert sich diese Situation nicht: Die durch den Polarisa-
tor vorgegebene Schwingungsrichtung wird im Kristall nicht verdndert und im Analysator
vernichtet. Der Kristall bleibt dunkel, auch beim Drehen des Objekttisches.

Die Situation dndert sich jedoch grundlegend, wenn ein doppelbrechender Kristall in einer
Richtung auflerhalb seiner optischen Achse(n) beobachtet wird (Bild 4.33). Eine in den Kristall
eintretende Lichtwelle mit der Schwingungsrichtung P des Polarisators wird im Kristall entspre-
chend dem zutreffenden Schnitt der Indikatrix (vgl. Bild 4.24) in zwei Wellen mit den zueinander
senkrechten Schwingungsrichtungen D, und D, zerlegt, die die Brechungsindizes n, bzw. n,

haben und den Kristall mit unterschiedlichen Normalengeschwindigkeiten:
v =c/n) bzw. v} =c/n|

durchlaufen (¢ Lichtgeschwindigkeit im Vakuum).
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Bild 4.33. Lichtdurchgang durch eine Kristall-
A platte.

Projektion in Richtung der Wellennormalen sowie der
Mikroskopachse.

Eine Kristallplatte der Dicke d wird von einer Wellenfront der schnelleren Welle in der Zeit
t,=d/v} =dn/c, von der zugehdrigen Wellenfront der langsameren Welle hingegen in der Zeit

t,=d/v) = dn}/c durchlaufen. Wenn die langsamere Wellenfront die Kristallplatte verldsst, hat

die schnellere Wellenfront aulerhalb der Kristallplatte (im Vakuum) einen Vorsprung von:

I'=(t,-t)c=d (n,—n,)=dAn".

I wird als Gangunterschied bezeichnet; An'=n —n; ist die Doppelbrechung des betreffenden

Kristallschnitts. Beide Wellen sind kohérent und kommen hinter dem Kristall zur Interferenz.
Infolge des Gangunterschieds haben die interferierenden Wellen jedoch eine gewisse gegenseitige
Phasenverschiebung erfahren, so dass bei ihrer Interferenz im Allgemeinen nicht wieder dieselbe
Welle entsteht, wie sie in den Kristall eingetreten ist. Nehmen wir zunéchst an, es gibt keinen
Gangunterschied (/"= 0), so folgt aus Bild 4.33, dass die resultierende Welle wieder die Schwin-
gungsrichtung des Polarisators hat; sie wird im Analysator ausgeldscht. Dasselbe muss eintreten,
wenn der Gangunterschied gerade eine Wellenlénge oder ein ganzes Vielfaches der Wellenldnge A
betrigt, also die Bedingung /"= mA (m ganze Zahl) erfiillt ist. In allen anderen Féllen (/"# mZ) hat
die resultierende Welle im Allgemeinen auch Komponenten in der Schwingungsrichtung des
Analysators und wird deshalb nicht vollig ausgeloscht: Wir beobachten eine gewisse Aufhellung.
Diese Aufhellung zwischen gekreuzten Polarisatoren ist ein empfindliches Kennzeichen fiir
eine (auch sehr schwache) Doppelbrechung. Das Maximum der Helligkeit wird erreicht, wenn
der Gangunterschied eine halbe Wellenlédnge oder ungeradzahlige Vielfache davon betrégt:
I'=(2m-1) /2.

Die Helligkeit hingt aber nicht nur von 7, sondern auch vom Winkel a (vgl. Bild 4.33) zwi-
schen den Schwingungsrichtungen des Polarisators und im Kristall ab. Bei der Umpolarisation im
Kristall ist die Komponente fiir D, proportional zu cosa, die Komponente fiir D, proportional zu
sina. Fiir die Schwingungsrichtung des Analysators sind deren Komponenten hingegen proportio-
nal zu sina bzw. zu cosa. Damit wird die Helligkeit (bei konstantem /') proportional zur Funktion
cosa-sina. Diese Funktion hat ein Maximum bei a =45° und wird Null fiir ¢ = 0° und o = 90°.
Wenn die Schwingungsebenen im Kristallschnitt mit jenen der Polarisation iibereinstimmen, wird
also Dunkelheit beobachtet (Ausloschungsstellung). Bei einer vollen Umdrehung der Kristall-
platte um die Mikroskopachse (Drehung des Objekttisches) um 360° kommt der Kristall viermal
in eine Ausloschungsstellung. Dieser vierfache Wechsel von Ausloschung und Aufhellung ist ein
sicheres Kennzeichen fiir eine Doppelbrechung.

Durch Einstellen einer Ausloschungsstellung ist die Orientierung der beiden Schwingungsrich-
tungen in einem Kristallschnitt leicht zu bestimmen und auch gegeniiber morphologischen Ele-
menten am Kristall (Kanten, Spaltrisse) festzulegen. Den Winkel zwischen einer durch die Auslo-
schungsstellung bestimmten Schwingungsrichtung im Kristall und einer geeigneten morpho-
logischen Richtung bezeichnet man als Ausléschungsschiefe und unterscheidet in diesem
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Zusammenhang gerade Ausléschung, schiefe Ausloschung und symmetrische Ausléschung (Bild
4.34). Die Ausloschungsschiefe wird unter Benutzung der Gradeinteilung am Objekttisch gemes-
sen und liefert Hinweise zur Ermittlung des Kristallsystems.

P p P P

gerade schief gegeniiber a schiel gegeniber symmelrisch
beiden Umgrenzungen gegeniiber den Kanten 1,

Bild 4.34. Ausloschungsstellungen von Kristallschnitten.

Erwéhnt sei, dass manche Kristalle infolge ortlicher Schwankungen der Schwingungsrichtun-
gen eine ungleichméaBige sog. undulose Ausloschung zeigen. Die Dunkelstellung 14uft beim Dre-
hen ,,undulierend* durch den Kristall. Die Erscheinung ist auf ortliche Anderungen der Bre-
chungsindizes infolge von mechanischen Spannungen oder von Inhomogenititen in der
chemischen Zusammensetzung zuriickzufiihren.

Interferenzfarben und Kompensatoren. Fiir eine doppelbrechende Kristallplatte zwischen ge-
kreuzten Polarisatoren haben wir /'=m/ als Bedingung fiir eine Ausloschung festgestellt (I~
Gangunterschied; 4 Wellenldnge; m ganze Zahl). Verwendet man bei der Beobachtung kein
monochromatisches, sondern weiles Licht, das alle Wellenldngen enthélt, so tritt folgender Effekt
auf: Bei einem durch die Kristallplatte gegebenen Gangunterschied /" werden alle Wellen ausge-
16scht, die der Bedingung A = /7m geniigen. Loscht man aber in weiflem Licht bestimmte Wellen-
langenbereiche aus, dann erscheint es farbig; man beobachtet hinter dem Analysator eine Interfe-
renzfarbe. Zerlegt man das Licht hinter dem Analysator in einem Spektroskop, so zeigt das
Spektrum eine Reihe schmaler, dunkler Streifen (MULLERsche Streifen), die den ausgeldschten
Wellenlidngen entsprechen. Bei einem kleinen I' in der GroBenordnung der Wellenldngen des
sichtbaren Lichts gibt es gemdB der Bedingung 1 = /7m nur einen oder wenige solcher Auslo-
schungsstreifen; bei einem groflen 7~ sind zahlreiche Ausldschungsstreifen iiber das gesamte
Spektrum verteilt. Infolgedessen dndert sich mit zunehmendem Gangunterschied die Interferenz-
farbe in charakteristischer Weise (vgl. beigelegte Farbtafel): Bei /=0 herrscht Dunkelheit; bei
kleinem Gangunterschied erscheint zunéchst eine ungefarbte Authellung (Grau), bei mittleren
Gangunterschieden folgen lebhafte Interferenzfarben (Gelb, Rot, Violett, Blau, Griin), die sich in
etwas helleren Farbtonen wiederholen, bis die Interferenzfarben bei groBen Gangunterschieden
immer ,,weiBlicher werden. Der geiibte Beobachter kann anhand der Interferenzfarbe den Gang-
unterschied abschétzen, wobei er die z. T. subtilen Unterschiede zwischen den Interferenzfarben
1., 2. und héherer Ordnung kennen muss (vgl. Farbtafel). Die diagonalen Linien in der Farbtafel
entsprechen den Funktionen /"= dAn' mit der Doppelbrechung An' als Parameter. Aus der Interfe-
renzfarbe kann man also auf 7 und bei bekannter Dicke d der Kristallplatte auf die Doppelbre-
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chung An' des Kristallschnitts schlieBen; das kann z. B. zur Identifizierung von Kristallarten bei-
tragen. Bei Kenntnis von An' kann man aus der Interferenzfarbe auf d (z. B. die ,,Schliffdicke* bei
der Anfertigung von Diinnschliffen) schlieen. Kristalle mit einer starkeren Dispersion der Dop-
pelbrechung (s. Abschn. 4.5.1.7) zeigen anomale Interferenzfarben, die von den auf der Farbtafel
dargestellten normalen Interferenzfarben abweichen. Anomale Interferenzfarben zeigen u. a. die
Minerale Chrysoberyll BeAl,O, und Sanidin KAISi;Os.

Mit der Festlegung der Schwingungsrichtungen in einem Kristallschnitt mittels der Auslo-
schungsstellung kennt man noch nicht die Zuordnung von 7/, und #; , d. h., man weiB nicht, wel-

che Schwingungsrichtung der langsameren Welle (7)) und welche der schnelleren ( 7, ) zugehort.

Eine solche Bestimmung kann mit Hilfe von Kompensatoren geschehen. Einfach gestaltet sich die
Verwendung eines Gipsplidttchens ,,Rot 1. Ordnung*. Das ist ein Spaltpldttchen von Gips parallel
zu (010), dessen Dicke d gerade so groB ist, dass zwischen gekreuzten Polarisatoren das empfind-
liche Rot 1. Ordnung erscheint (/"= 551 nm). Die Richtungen von n, oder n, des Gipsplittchens
sind jeweils markiert. Zunichst stellt man (ohne Hilfsplittchen) bei gekreuzten Polarisatoren die
Ausloschungsstellung des zu untersuchenden Kristallschnitts ein. Sodann dreht man den Kristall
(Objekttisch) um 45°, also bis zur maximalen Aufhellung (Diagonalstellung). Nun wird — gleich-
falls unter 45° zu den Schwingungsrichtungen der Polarisatoren — das Gipsplattchen Rot 1. Ord-
nung iiber das Préparat geschoben. Dabei sind zwei Falle moglich (Bild 4.35):

1. n, (Kristall) || n, (Gips) und n; (Kristall) || n,(Gips),

2. n, (Kristall) || n, (Gips) und n, (Kristall) || n, (Gips).

P P

N Gipsplitichen N bipspldtichen

a) b)

Bild 4.35. Unterscheidung der Richtungen von n, und n; mit Hilfe des Gipsplittchens.

a) Additionsstellung (Interferenzfarben steigen); b) Subtraktionsstellung (Interferenzfarben fallen).

Im Fall 1 wird der Gangunterschied beim Durchgang durch das Gipsplattchen vergréBert; denn
die schnellere Welle im Kristall ist auch im Gips die schnellere. Entsprechendes gilt fiir die lang-
samere Welle. Im Fall 2 wird dagegen der Gangunterschied verkleinert: Die schnellere Welle im
Kristall ist im Gipspléttchen die langsamere, und die langsamere Welle im Kristall ist im Gips-
plattchen die schnellere. In beiden Fillen édndert sich die Interferenzfarbe in unterschiedlicher
Weise, wie man unmittelbar aus der Farbtafel ablesen kann: Liefert z. B. der Kristall einen Gang-
unterschied von etwa 100...200 nm (graue Interferenzfarbe), so verdndert sich die Farbe des Gips-
plattchens vom Rot 1. Ordnung im Fall 1 nach Blau, im Fall 2 hingegen nach Gelb. Im Fall 1
(VergroBerung des Gangunterschieds) spricht man von steigenden Interferenzfarben (Additions-
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stellung), im Fall 2 (Verringerung des Gangunterschieds) von fallenden Interferenzfarben (Sub-
traktionsstellung).

Der 1/4-Kompensator (,,./4-Pléttchen®) ist ein Glimmerpldttchen, das den Gangunterschied
um 1/4 einer bestimmten angegebenen Wellenlidnge verdndert. Er wird am giinstigsten angewen-
det, wenn das Objekt Interferenzfarben Ende der 1. Ordnung bis Anfang der 2. Ordnung zeigt.

Bei stiarkerer Doppelbrechung des Kristalls werden Kompensatoren eingesetzt, mit deren Hilfe
der Gangunterschied kontinuierlich verdndert werden kann, z. B. der Quarzkeil. Bei ihm wird die
Anderung des Gangunterschieds durch die Dickenéinderung erzielt. Schiebt man den Quarzkeil in
den Tubusschlitz (in Diagonalstellung) ein, so nimmt der Gangunterschied zu. Befindet sich der
Kristallschnitt zum Quarzkeil in Subtraktionslage, so fallt die Interferenzfarbe stetig, bis schlief3-
lich vollige Kompensation eintritt. Trdgt der Quarzkeil eine Skaleneinteilung, die auf Gang-
unterschiede geeicht wird, so ldsst sich der Gangunterschied des Kristallschnitts unmittelbar ab-
lesen.

Andere tiber mehrere Ordnungen kontinuierlich verstellbare Kompensatoren, wie der BEREK-
Kompensator, oder der EHRINGHAUS-Kompensator enthalten ein neigbares, doppelbrechendes
Kristallpldttchen. Durch Drehen an einem Triebknopf wird die Neigung des Pléttchens zur Tu-
busachse verdndert und der Gangunterschied auf diese Weise kontinuierlich variiert.

4.4.177. Konoskopie

Bei konoskopischer Beobachtung — gekreuzte Polarisatoren, konvergente Objektdurchstrahlung,
eingeschobene AMICI-BERTRAND-Linse (Bild 4.36) — werden gleichzeitig alle Wellen erfasst,
deren Wellennormalen innerhalb eines groferen Winkelbereichs liegen. In der hinteren Brenn-
ebene des Objektes entsteht ein charakteristisches Interferenzbild, das Informationen iiber die
kristalloptischen Eigenschaften fiir Wellennormalen eines gro3eren Winkelbereichs enthilt.
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Bild 4.36. Schema des Strahlengangs im Polarisationsmikroskop bei
Lichtquelle konoskopischer Anordnung.
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Optisch einachsige Kristalle. Das Interferenzbild eines senkrecht zur optischen Achse geschnitte-
nen Kiristalls zeigt in monochromatischem Licht ein dunkles Kreuz, dessen Mittelpunkt von konzen-
trischen dunklen Ringen umgeben ist (Bild 4.37). Beim Drehen des Objekttisches éndert sich das
Interferenzbild nicht. Der Mittelpunkt ist dunkel, weil in Richtung der optischen Achse keine Dop-
pelbrechung stattfindet, und es kann kein Gangunterschied entstehen: An'=0; 7'=0. AuBlerdem
besteht fiir alle Wellennormalen, deren Schwingungsrichtungen geméf dem zugehdrigen Indikatrix-
schnitt senkrecht bzw. parallel zu den Schwingungsebenen der Polarisatoren stehen, Ausléschung.
So entsteht das schwarze Kreuz, dessen Balken (Isogyren) parallel zu den Schwingungsrichtungen
der Polarisatoren verlaufen. Lage und Form der Indikatrixschnitte fiir die verschiedenen Richtungen
der Wellennormalen sind schematisch im Bild 4.38 dargestellt. Trigt man die Schwingungsrichtun-
gen flir alle Wellennormalen auf der Oberfléche einer Polkugel ein — sog. Skiodromen nach BECKE
(1895) — dann verlaufen die Schwingungsrichtungen der auflerordentlichen Wellen stets entlang den
Meridianen auf der Polkugel durch die optische Achse; die Schwingungsrichtungen der ordentlichen
Wellen verlaufen entlang den Breitenkreisen um die optische Achse. Aus dem Bild kann man unmit-
telbar den Verlauf der ausgeldschten Bereiche (Isogyren) ablesen.

Bild 4.37. Konoskopisches Interferenzbild einer  Bild 4.38. Lage und Form der Indikatrixschnitte

senkrecht zur optischen Achse geschnittenen bei konoskopischer Beobachtung eines optisch
Platte eines optisch einachsigen Kristalls (Cal- einachsig negativen Kristalls sowie eines Kompen-
cit). sators ,, Gips Rot 1. Ordnung .

Zwischen den Isogyren sind nun noch die Stellen im Interferenzbild dunkel, in denen der
Gangunterschied in der betreffenden Richtung ein ganzzahliges Vielfaches der Wellenlénge ist
(I"=mJ). Da die Indikatrix rotationssymmetrisch ist, liegen diese Richtungen auf konzentrischen
Kreisen um die optische Achse, die nach aulen immer dichter aufeinanderfolgen: Mit zunehmen-
der Neigung der Wellennormalen gegeniiber der optischen Achse nimmt die Doppelbrechung zu,
auBerdem wird der Lichtweg in der Kristallplatte bei schragem Durchgang ldnger (/"= An'd). Die
Ringe folgen umso dichter aufeinander, je stirker die Doppelbrechung des betreffenden Kristalls
und je dicker die Kristallplatte ist. Verwendet man statt des monochromatischen Lichts weiBes
Licht, so erscheint anstelle der Ringe von innen nach au3en die Folge der Interferenzfarben eines
Keils, entsprechend der Farbtafel am Ende des Buches. Das Isogyrenkreuz bleibt schwarz.

Die Interferenzbilder von Schnitten schrig zur optischen Achse kann man aus der entsprechen-
den Projektion des Skiodromennetzes herleiten. Meistens ist nur ein Balken des Isogyrenkreuzes
zu beobachten, der sich beim Drehen des Objekttisches, bei nicht zu starker Neigung des Schnit-
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tes zur optischen Achse, nahezu parallel zu sich selbst verschiebt, bis schlieBlich der zweite Bal-
ken erscheint (Bild 4.39). Die Balken bleiben also nahezu parallel zu den Schwingungsrichtungen
der Polarisatoren. Bei stirkerer Neigung des Schnittes zur optischen Achse verschiebt sich beim
Drehen des Objekttisches das achsenferne Ende des Balkens etwas rascher (es ,,schwinzelt).

Der optische Charakter ldsst sich an Schnitten senkrecht oder mit geringer Neigung zur opti-
schen Achse mit einem Kompensator in weillem Licht sehr einfach bestimmen. Der Kompensator
wird wieder in der 45°-Stellung eingeschoben. Benutzt man ein Gipspléttchen ,,Rot 1. Ordnung®,
so ist das Ergebnis (fiir einen negativen Kristall) aus Bild 4.38 abzulesen: Wo die Indikatrix-
schnitte von Gips und Kristall konform sind, steigt die Interferenzfarbe, wo die Indikatrixschnitte
von Gips und Kristall gegensinnig sind, fallt die Interferenzfarbe; das vordem schwarze Isogyren-
kreuz erscheint in der Interferenzfarbe des Gipsplattchens, also Rot (Bild 4.40a). Bei einem op-
tisch einachsig positiven Kristall sind die Verhéltnisse umgekehrt (Bild 4.40b); man kann die
Farbverteilung aus einer dhnlichen Skizze wie Bild 4.38 ableiten, indem man alle dort dargestell-
ten Indikatrixschnitte (auler dem des Gipsplattchens) um 90° dreht.

i
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Bild 4.39. Konoskopische Interferenzbilder optisch einachsiger Kristalle bei Drehung des Objektti-

sches.
Obere Reihe: Schnitt mit geringer Neigung zur optischen Achse; untere Reihe: Schnitt mit stirkerer Neigung zur
optischen Achse.
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Bild 4.40. Konoskopisches Interferenzbild mit iibergelegtem Gipspldttchen ,,Rot 1. Ordnung .

a) Eines optisch einachsig negativen Kristalls; b) eines optisch einachsig positiven Kristalls.
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Optisch zweiachsige Kristalle. Die konoskopischen Interferenzbilder optisch zweiachsiger Kris-
talle sind komplizierter als die einachsiger Kristalle. Bei einem Schnitt senkrecht zur spitzen Bisek-
trix erscheint Bild 4.41 a, sofern die optische Achsenebene mit der Schwingungsebene eines Polari-
sators iibereinstimmt (Normalstellung); im Gegensatz zu den Interferenzbildern einachsiger Kristalle
sind die Balken jedoch unterschiedlich breit. Dreht man den Kristall um 45° (Diagonalstellung), so
offnet sich die kreuzihnliche Figur zu zwei hyperbelihnlichen Asten (Bild 4.41b). Die DurchstoB-
punkte der (priméren) optischen Achsen sind im Scheitelpunkt der Hyperbeln gut zu erkennen. Die
Kurven gleichen Gangunterschieds um diese Achsen stellen CasSiNIsche Kurven dar; diejenige, die
gerade die spitze Bisektrix kreuzt, ist eine Lemniskate. Wird statt monochromatischen Lichts weilles
Licht verwendet, dann erscheinen im Bereich dieser Kurven die Interferenzfarben. Der Verlauf der
Isogyren wird verstdndlich, wenn man die Indikatrixschnitte fiir die verschiedenen Richtungen auf
einer Polkugel betrachtet (Bild 4.42). Die Achsen der Indikatrixschnitte verlaufen parallel zu zwei
Sétzen konfokaler Kugelellipsen, die sich in jedem Punkt senkrecht durchschneiden und deren Tan-
genten die betreffenden Schwingungsrichtungen angeben. Aus dem Bild kénnen wir den Verlauf der
ausgeloschten Bereiche (Isogyren) unmittelbar ablesen. Der Abstand der DurchstoBBpunkte der opti-
schen Achsen liefert — je nach der in der benutzten Anordnung gegebenen Vergroflerung — ein Maf3
fiir den Achsenwinkel 2V. Wegen der Lichtbrechung an der Grenze Kristall — Luft wird jedoch nicht
der Winkel 2V zwischen den Achsen als solcher wirksam, sondern es tritt ein scheinbarer Achsen-
winkel 2F auf, der durch sinE = ngsin}” gegeben ist.

Bild 4.41. Konoskopische Interferenzbilder optisch zweiachsiger Kristalle senkrecht zur spitzen Bisek-

trix.

a) Normalstellung: Achsenebene und Schwingungsebene des Analysators stimmen iiberein (Cerussit);

b) Diagonalstellung: Achsenebene und Schwingungsebene der Polarisatoren schlieBen einen Winkel von 45° ein
(Aragonit).

Das Verhalten der konoskopischen Interferenzbilder optisch zweiachsiger Kristallplatten in
verschiedenen Schnittlagen beim Drehen des Objekttisches geht aus Bild 4.43 hervor. Be-
merkenswert ist dabei, dass sich die dunklen Balken nicht parallel zu sich und den Schwingungs-
ebenen der Polarisatoren verschieben — wie bei einachsigen Kristallen —, sondern hin- und her-
pendeln. Verwechslungen mit einachsigen Kristallen sind allerdings méglich, wenn deren Schnitt
ungefahr parallel zur optischen Achse verlauft.

Auch bei optisch zweiachsigen Kristallen ldsst sich der optische Charakter ermitteln. Am bes-
ten sind dafiir Schnitte ungefahr senkrecht zur spitzen Bisektrix oder zu einer der optischen Ach-
sen geeignet. Es geniigt, wenn ein Hyperbelast der Isogyren im Blickfeld ist; seine konvexe Seite
ist stets der spitzen Bisektrix, die konkave Seite der stumpfen Bisektrix zugekehrt. Die optische
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Bild 4.42. Lage und Form der Indikatrix-
schnitte bei konoskopischer Beobachtung
eines optisch zweiachsig negativen Kris-
talls sowie eines Kompensators ,, Gips Rot
1. Ordnung*.

4
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Bild 4.43. Konoskopische Interferenzbilder optisch zweiachsiger Kristalle bei Drehung des Objekt-

tisches.
Obere Reihe: Schnitt fast senkrecht zu einer optischen Achse; mittlere Reihe: Schnitt mit schiefem Achsenaustritt;
untere Reihe: Schnitt fast senkrecht zur spitzen Bisektrix.

Achsenebene wird in 45°-Stellung gebracht. Lage und Form der Indikatrixschnitte fiir die ver-
schiedenen Richtungen eines optisch negativen Kristalls sind im Bild 4.42 dargestellt. Schieben
wir einen Kompensator (z. B. ein Gipsplattchen ,,Rot 1. Ordnung) dariiber, so sehen wir, wo die
Interferenzfarben steigen (gleichsinnige Orientierung der Indikatrixschnitte von Kristall und
Kompensator) und wo sie fallen (gegensinnige Orientierung der Indikatrixschnitte). Die Orientie-
rung der Indikatrixschnitte des Kristalls wechselt beim Uberschreiten des Hyperbelastes entlang
der optischen Achsenebene, so dass wir Interferenzfarben entsprechend Bild 4.44a erhalten. Lage
und Form der Indikatrixschnitte eines optisch zweiachsig positiven Kristalls erhélt man, indem
man alle Schnitte (auBler dem des Gipsplattchens) im Bild 4.42 um 90° dreht; man kann auch hier
entsprechend Bild 4.44b die Anderung der Interferenzfarben ablesen.
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Bild 4.44. Konoskopisches Interferenzbild mit iibergelegtem Gipsplittchen ,,Rot 1. Ordnung “.

a) Eines optisch zweiachsig negativen Kristalls; b) eines optisch zweiachsig positiven Kristalls.

Die Brechungsindizes der Kristalle (wie auch anderer optischer Medien) verdndern sich als
Materialeigenschaft mit der Wellenldnge bzw. Frequenz des Lichts, was als Dispersion bezeich-
net wird. Hieraus entstehen weitere charakteristische Phdnomene bei der konoskopischen Beob-
achtung optischer Achsenbilder. Einer Dispersion unterliegen auch die von den Brechungsindizes
abhingigen Grofen: die Doppelbrechung, der optische Achsenwinkel, die Abmessungen der Indi-
katrix und — bei Kristallen des monoklinen und triklinen Systems — auch die Orientierung der
Indikatrix.

Eine extrem starke Dispersion des optischen Achsenwinkels zeigt z. B. der rhombische Brookit.
Im rhombischen Kristallsystem stimmen bekanntlich die Hauptachsen der Indikatrix stets mit den
kristallographischen Achsen {iberein. Der Dispersion unterliegt jedoch nicht nur die GroBe der
Brechungsindizes, sondern auch ihr gegenseitiges Grofenverhéltnis, wodurch sich der optische
Achsenwinkel dndert. Beim Brookit liegt fiir rotes Licht die optische Achsenebene parallel zu
(001); 2 V wird mit abnehmender Wellenlénge kleiner und erreicht fiir gelbgriines Licht den Wert
null (Einachsigkeit), um sich fiir griines und blaues Licht in (010) als optische Achsenebene zu
offnen.

Im monoklinen Kristallsystem dndert sich — wie gesagt — mit der Wellenlédnge auch die Lage
der Indikatrix. Da jedoch stets eine Hauptachse der Indikatrix mit der kristallographischen b-
Achse zusammenfillt, kann man bei monoklinen Kristallen die folgenden drei Félle unterscheiden:

Geneigte Dispersion. Die optische Normale (Hauptachse von ng) fillt mit der b-Achse zusam-
men; infolgedessen bleibt die optische Achsenebene unverandert (Bild 4.45).

-

Bild 4.45. Geneigte Dispersion (optische Nor-
male = b-Achse).

a) Schema; b) konoskopisches Interferenzbild.
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Gekreuzte Dispersion. Die spitze Bisektrix (Hauptachse von n, oder n,) féllt mit der b-Achse
zusammen; infolgedessen dreht sich die optische Achsenebene mit Verdnderung der Wellenldnge
um die b-Achse (Bild 4.46).

i --/*’ --------- W L Blay Bild 4.46. Gekreuzte Dispersion (spitze
S M Bisektrix = b-Achse).
) b) a) Schema; b) konoskopisches Interferenzbild.

Horizontale Dispersion. Die stumpfe Bisektrix (Hauptachse von n, oder n,) féllt mit der b-
Achse zusammen; die optische Achsenebene dreht sich gleichfalls um die b-Achse; in einem
Schnitt ungefahr senkrecht zur spitzen Bisektrix erscheint die optische Achsenebene parallel zu
sich verschoben (Bild 4.47).
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Bild 4.47. Horizontale Dispersion
(stumpfe Bisektrix = b-Achse).

) b) a) Schema; b) konoskopisches Interferenzbild.

Im triklinen Kristallsystem gibt es keine Bedingungen fiir die Verdnderung der Lage der Indi-
katrix mit der Wellenldnge, und man spricht von schiefer oder asymmetrischer Dispersion.

Wie viele andere Materialeigenschaften dndern sich die Brechungsindizes sowie die von ihnen
abhingigen GréBen auch mit den physikalisch-chemischen Zustandsgré3en Druck und Tempera-
tur. Ein Beispiel extremer Abhdngigkeit des optischen Achsenwinkels 2V von der Temperatur
bietet der monokline Gips: 2V betrigt bei Raumtemperatur 62° und fallt auf 0° bei 116° C (fiir
rotes Licht).

4.4.2. Optische Aktivitit (Gyrotropie)

Betrachtet man nach ARAGO (1811) eine rd. 1 mm dicke Quarzplatte, die senkrecht zur optischen
Achse geschnitten ist (Quarz ist optisch einachsig positiv; Kristallklasse 32), zwischen gekreuzten
Polarisatoren mit monochromatischem Licht, so stellt man keine Dunkelheit, sondern Aufhellung
fest — im Gegensatz zu den bisherigen Ausfithrungen iiber die Eigenschaften optisch einachsiger
Kristalle. Im konoskopischen Interferenzbild (Bild 4.48) erscheint die Mitte des Isogyrenkreuzes,
die der Richtung der optischen Achse entspricht, aufgehellt (vgl. hingegen Bild 4.37!). Auch
durch Drehen der Platte bzw. des Objekttisches lasst sich keine Ausloschung erreichen, wohl aber
durch Drehen des Analysators um einen bestimmten Winkel. Demnach wird also die Schwin-
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Bild 4.48. Konoskopisches Interferenzbild einer Quarz-
platte, senkrecht zur optischen Achse geschnitten.

gungsebene beim Durchgang durch die Quarzplatte gedreht, was als optische Aktivitit oder Gy-
rotropie bezeichnet wird. Der Drehwinkel ¢ der Schwingungsebene um die Wellennormale ist
proportional zur Dicke d der Platte und hat denselben Wert in Hin- und Riickrichtung:

@ =pd.

Der Faktor p heillt spezifische Drehung (Drehvermégen); er stellt eine Materialeigenschaft dar
und héngt von der Wellenldnge ab, und zwar wird p mit kleiner werdender Wellenldnge grofer
und betrégt z. B. fiir Quarz 18°/mm in rotem Licht, 28°/mm in griinem Licht und 44°/mm in vio-
lettem Licht (Rotationsdispersion). In weillem Licht zeigt die Quarzplatte eine Interferenzfarbe,
die sich beim Drehen des Analysators dndert. Ein positives Vorzeichen von p bedeutet eine Dre-
hung nach rechts (im Uhrzeigersinn), wenn man dem Strahl entgegenblickt. Beispielsweise dreht
ein Rechtsquarz (s. Bild 1.90) die Schwingungsebene nach rechts, ein Linksquarz hingegen nach
links. (Die gleichlautende Zuordnung rechts-rechts bzw. links-links ist zufallig.)

Zur Erkldrung der optischen Aktivitdt wird die Ausbreitung von zirkular polarisierten Wellen
in einem Kristall betrachtet. Eine zirkular polarisierte Welle ist eine Welle, in der der Feldvektor
E, auf eine Ebene senkrecht zur Fortpflanzungsrichtung projiziert, auf einem Kreis umléuft; d. h.,
die Feldvektoren bilden in einer zirkular polarisierten Welle eine Schraube. Man kann eine zirku-
lar polarisierte Welle erzeugen, indem man zwei senkrecht zueinander linear polarisierte, koha-
rente Wellen gleicher Amplitude mit einem Gangunterschied von /4 miteinander interferieren
lasst (Bild 4.49). Demnach erhélt man zirkular polarisiertes Licht nach Passage durch ein ,,A/4-
Pldttchen “.

Wie Bild 4.50 zu entnehmen ist, ldsst sich eine linear polarisierte Welle in zwei gegenlaufige,
zirkular polarisierte Wellen aufspalten. Beide Wellen durchlaufen einen optisch aktiven Kristall
mit unterschiedlicher Geschwindigkeit, so dass man ihnen auch unterschiedliche Brechungsindi-
zes n, (fur die rechtsldufige) und », (fiir die linksldufige Welle) zuordnen kann. Infolge der unter-
schiedlichen Geschwindigkeit haben beide Wellen beim Verlassen des Kristalls einen Gangunter-
schied; ihre Superposition gemdB Bild 4.50 ergibt wieder eine linear polarisierte Welle, deren
Schwingungsebene jedoch gegeniiber der der Ausgangswelle gedreht erscheint. Die aus diesem
Vorgang abzuleitende spezifische Drehung p (angegeben im Bogenmal) ist umgekehrt proportio-
nal zur Wellenldnge 4, (im Vakuum):

,0 =T (nl - nr)/lvac:»

worin gleichzeitig die normale Rotationsdispersion zam Ausdruck kommt.
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¥

Bild 4.49. Superposition zweier linearer und senk-  Bild 4.50. Aufspaltung einer linear polarisierten
recht zueinander polarisierter Wellen (Vektoren E;  Welle (Vektor E,) in zwei gegenldufige zirkular
und E,)mit einem Gangunterschied von A/4 zu einer polarisierte Wellen (Vektoren E; und E,).

zirkular polarisierten Welle (Vektor E.). Projektion in Fortpflanzungsrichtung.
Projektion in Fortpflanzungsrichtung.

Die optische Aktivitdt von Kristallen wird meist in Richtung einer optischen Achse beobachtet,
in der bekanntlich die gewdhnliche Doppelbrechung verschwindet. Fiir eine beliebige Ausbrei-
tungsrichtung (auBerhalb einer optischen Achse) gibt es, wie bei allen doppelbrechenden Kristal-
len, zwei Wellen mit unterschiedlicher Ausbreitungsgeschwindigkeit, die jedoch bei einem op-
tisch aktiven Kristall im allgemeinen elliptisch polarisiert sind (d. h., der elektrische Feldvektor
beschreibt eine Ellipse). Der Effekt der optischen Aktivitdt auf die Ausbreitungsgeschwindigkei-
ten der beiden Wellen ist allerdings im Vergleich zu dem der gewdhnlichen Doppelbrechung nur
sehr klein und deshalb schwierig zu beobachten.

Die Beschreibung der optischen Aktivitét erfolgt in voller Allgemeinheit mit Hilfe des Gyra-
tionstensors, eines symmetrischen axialen Tensors (Pseudotensors) 2. Stufe. Ohne auf Einzelhei-
ten einzugehen (vgl. die weiterfithrende Literatur) sei festgestellt, dass die optische Aktivitit als
eine Materialeigenschaft aus Symmetriegriinden an die folgenden 15 Kristallklassen gebunden ist:
1,2, m, 222, mm2, 3, 32 (z. B. Quarz), 4,4, 422, 4 2m, 6, 622, 23, 432 (vgl. vorderes Vorsatz-
papier). Demnach ist die optische Aktivitét u. a. in sémtlichen 11 Kristallklassen mit Enantiomor-
phie zu beobachten (die als Symmetrieelemente ausschlieBlich Drehachsen aufweisen). Dazu
gehoren auch die beiden kubischen Kristallklassen 432 und 23, deren Kristalle bekanntlich op-
tisch isotrop sind (z. B. Natriumchlorat NaClOs, vgl. Bild 1.109). Bemerkenswert ist auch, dass
beim Rohrzucker (Kristallklasse 2; optisch zweiachsig) die spezifische Drehung p in Uberein-
stimmung mit der Kristallsymmetrie in den Richtungen der beiden optischen Achsen verschieden
ist und 5,4°/mm in Richtung der einen, hingegen —1,6°/mm in Richtung der anderen optischen
Achse betrdgt. Ein auergewohnlich groBes Drehvermdgen zeigt ferner Zinnober (Kristallklasse
32) mit 555°/mm (bei A = 589,3 nm). In den Kristallklassen 4 und 42m gibt es eine optische
Aktivitdt aus Symmetriegriinden nur au3erhalb der optischen Achsen. Sie wurde von KOBAYASHI
et al. [4.6] an KH,PO, (KDP, Kristallklasse 4 2m) mit einer empfindlichen polarisationsoptischen
Methode (neben der viel stirkeren gewohnlichen Doppelbrechung) gemessen.

Die Erscheinung der optischen Aktivitit ist nicht nur an Kristalle gebunden, sondern findet
sich auch bei Fliissigkeiten, die aus (jeweils der einen Sorte von) enantiomorphen Molekiilen be-
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stehen oder diese enthalten. Die makroskopische Symmetrie einer solchen optisch aktiven Fliis-
sigkeit entspricht der (kontinuierlichen) Punktgruppe coco (vgl. Tab. 4.4). Den Effekt der opti-
schen Aktivitit zeigen auch fliissige Kristalle sowie Texturen, wenn ihre Symmetrie einer der
(kontinuierlichen) Punktgruppen oo, 002 oder 20000 entspricht. Die optische Aktivitit von Kristal-
len, wie Quarz, die keine enantiomorphen (chiralen) Molekiile enthalten, ist eine Folge der Enan-
tiomorphie (Chiralitdt, ,,Hindigkeit*) ihrer Struktur.

Wenn in einem optisch aktiven Medium die gegenldufigen, zirkular polarisierten Wellen unter-
schiedlich stark absorbiert werden, spricht man von Zirkulardichroismus; er tritt vor allem im
Bereich von Absorptionsbanden auf. Hierdurch entsteht elliptisch polarisiertes Licht, und es
kommt zu einem anomalen Verlauf der Rotationsdispersion (COTTON-Effekt).

Unabhéngig von der Eigenschaft der optischen Aktivitit wird die Schwingungsrichtung einer
Lichtwelle auch beim Durchlaufen eines optischen Mediums gedreht, das sich in einem magneti-
schen Feld befindet (F4rRADAY-Effekt). Ein Magnetfeld kann an einem Kristall von auflen angelegt
werden oder auch infolge einer spontanen Magnetisierung (vgl. Abschn. 4.5.) im Kristall vorhan-
den sein. Im Gegensatz zur optischen Aktivitit ist eine Umkehr der Ausbreitungsrichtung mit
einer Umkehr des Drehsinns verbunden.

Erwéhnt sei noch, dass es auch akustisch aktive Kristalle gibt, in denen die Polarisationsebene
einer transversalen akustischen Welle gedreht wird. Diese akustische Aktivitdt wird durch einen
axialen Tensor 5. Stufe beschrieben (KUMARASWAMY und KRISHNAMURTHY [4.7]) und tritt in
allen Kristallklassen ohne Symmetriezentrum auf.

4.4.3. Reflexion

Zur Untersuchung der optischen Eigenschaften von stark absorbierenden bzw. undurchsichtigen
Kristallen wird die Reflexion herangezogen. Die Reflexion an Kristallen hingt in komplizierter
Weise von der Wellenlédnge, dem Einfallswinkel und der Polarisation des einfallenden Lichts so-
wie der Orientierung, dem Absorptionsvermdgen und der Oberflachenbeschaffenheit des Kristalls
ab. Fiir eine ausfiihrliche Darstellung sei auf die weiterfiihrende Literatur (z. B. G. SZIVESSY, A.
SOMMERFELD, M. BORN/E. WOLF) verwiesen. Hier sei nur festgestellt, dass eine in ein absorbie-
rendes anisotropes optisches Medium eintretende Lichtwelle im Allgemeinen in zwei Wellen
aufgespalten wird, die elliptisch polarisiert sind. Auch die an der Grenzflache reflektierte Teil-
welle ist im Allgemeinen elliptisch polarisiert; diesbeziigliche Untersuchungsmethoden werden
als Ellipsometrie bezeichnet. Die Beschreibung von Brechung und Reflexion erfolgt mit Hilfe
eines komplexen Brechungsindex:

n=n+ix=n+inx'

(beide Definitionen sind gebréuchlich; i=+—1 ist die imagindre Einheit; sowohl n als auch x
bzw. k' sind reell und in anisotropen Medien richtungsabhingig). Der Realteil n beschreibt wie
bisher die Phasengeschwindigkeit » = ¢/n im Medium (c Lichtgeschwindigkeit im Vakuum). Bei
stark absorbierenden Medien ist n < 1 (beispielsweise bewegt sich der Brechungsindex von Me-
tallen im Bereich von 0,1 ... 0,9), so dass die Phasengeschwindigkeit » im Medium dann gréBer ist
als die Lichtgeschwindigkeit ¢ im Vakuum. Die GroB3en x bzw. ' sind ein Mal} fiir das Absorp-
tionsvermdgen des Mediums und mit dem (linearen) Absorptionskoeffizienten x durch die von
der Wellenlidnge A abhingige Beziehung:

u=4nx/h=4mnnk/d
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verbunden. Sei /. die Intensitdt der einfallenden Welle, /; die der reflektierten Welle und /, die
Intensitdt der in das Medium eintretenden Welle, so wird infolge der Absorption die Intensitét /
nach dem Durchdringen einer Schicht der Dicke d auf den Wert:

I'= 1y exp (—ud)

verringert. In der Literatur werden sowohl g als auch x bzw. k' = x/n als Absorptionskoeffizient,
daneben auch als Extinktionskoeffizient, Absorptionsindex oder Extinktionsindex bezeichnet, wo-
bei der Gebrauch und die Unterscheidung der Begriffe nicht einheitlich sind.

In der Praxis werden stark absorbierende bzw. undurchsichtige Kristalle im Anschliff unter
dem Auflichtmikroskop (vgl. Abschn. 4.4.1.5.) untersucht (sog. Erzmikroskopie). Die Erschei-
nungen und ihre Unterschiede sind hierbei hdufig sehr subtil und nur von einem geiibten Beob-
achter einwandfrei zu erkennen. Eines der wichtigsten Merkmale ist das Reflexionsvermégen R =
I/I.. Fiir senkrechten Lichteinfall auf eine ebene, spiegelglatte Oberfliche folgt das Reflexions-
vermogen bei isotropen Medien dem BEERschen Gesetz:

(=D’ +x>  (n=-1)’+n’k"

)+ (n+1)? P

(beide Formen sind gebrauchlich). Soweit diese Formel auch fiir anisotrope Medien als Naherung
gelten kann, ist ihr zu entnehmen, dass die Reflexion sowohl mit zunehmendem Brechungsindex
n als auch mit zunehmendem x wéchst. Bei durchsichtigen Kristallen (k = 0) ist allein »n aus-
schlaggebend; z. B. ergibt sich fiir Quarz (n =~ 1,55) R = 0,04, fir Diamant (n ~ 2,4) R = 0,17. Bei
stark absorbierenden Medien ist die Reflexion bedeutend hoher: So hat x bei Metallen mit der
Wellenlidnge A wachsende Werte im Bereich von 2...10, so dass R Werte nahe 1 erreicht.

Ein Ausdruck des Reflexionsvermogens ist der Glanz der Kristalle. In der mineralogischen
Praxis werden eine ganze Reihe von Nuancen des Glanzes unterschieden. Im Wesentlichen unter-
scheidet man Glasglanz, wie ihn die meisten klar durchsichtigen Kristalle mit mittleren Bre-
chungsindizes zeigen, Diamantglanz, der fiir durchsichtige Kristalle mit hohen Brechungsindizes
typisch ist, und Metallglanz, der an Kristalle mit hohem Absorptionsindex gebunden ist.

Die Farben der opaken Kristalle im Auflicht zeigen sehr zarte Ténungen und erfordern zu
ihrer Charakterisierung grofle Erfahrung; bei der Verwendung von Immersionen werden die Farb-
nuancen meist deutlicher. Unter Bireflexion (Reflexionspleochroismus) versteht man die Erschei-
nung, dass die Kristalle im polarisierten Licht beim Drehen des Objekttisches Helligkeit und
Farbe dndern (Beobachtung mit einem Polarisator). Unter Verwendung des zweiten Polarisators
(Analysator) werden Anisotropieeffekte beobachtet. Sie kdnnen auch an Kristallen auftreten, die
kubisch sind, also anderweitig als optisch isotrop gelten (z. B. Cuprit Cu,O, Pyrit FeS,). Die An-
isotropieeffekte sind schwierig zu erkléren, sie liefern jedoch wertvolle Hinweise fiir die Identifi-
zierung von Kristallen. Innenreflexe zeigen Kristalle, die nicht vollig undurchsichtig sind; die
Reflexe kommen nicht von der Oberflache, sondern aus dem Innern und geben die Farbe diinnster
Splitter im durchfallenden Licht wieder. Sie entsprechen in ihrer Farbe hdufig der des Striches.
Der Strich ist ein wichtiges qualitatives Kennzeichen zur Mineralbestimmung: Viele dunkle bzw.
opake Minerale liefern beim feinsten Zerreiben auf unglasiertem Porzellan (Strichtafel) ein Pulver
von charakteristischer, oft iiberraschend lebhafter Farbe.
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4.4.4. Elektrooptischer und elastooptischer Effekt

Die optischen Messmethoden sind sehr empfindlich, so dass bereits relativ geringe Anderungen
der kristalloptischen Eigenschaften, wie sie durch &duflere elektrische Felder oder durch mechani-
sche Spannungen hervorgerufen werden, der Beobachtung zugénglich sind.

Man beschreibt diese Effekte durch die mit ihnen verbundenen (geringen) Anderungen der In-
dikatrix. Letztere ist (gemél Abschn. 4.4.1.3.) die charakteristische Flidche des reziproken Tensors
der relativen Dielektrizititskonstante €' =n, die analytisch (in einem kristallphysikalischen Ko-

ordinatensystem allgemeiner Lage) durch die quadratische Form:
Z 771] x’x]

dargestellt wird; #; sind die Komponenten des reziproken Tensors (vgl. Abschn. 4.2.3.). Sei n
der reziproke Tensor ohne Einwirkung mit den Komponenten 773 , so wird dessen Anderung:

A'l =N- Tlo bZW‘ A77[,- = 77[/ - 77,(/)
durch ein elektrisches Feld E mit den Komponenten £, durch den Ansatz.

n; Z rykE, bzw.symbolisch An=r .

erfasst (elektrooptischer Effekt 1. Ordnung bzw. linearer elektrooptischer Effekt oder POCKELS-
Effekt). Die elektrooptischen Konstanten ry, stellen als Materialeigenschaft einen polaren Ten-
sor 3. Stufe dar. Wegen 7; = n;; gilt auch ry = 1, d. h., der Tensor hat die gleiche Symmetrie
wie der Tensor des reziproken piezoelektrischen Effekts (Abschn. 4.3.3.): Folglich kann der
lineare elektrooptische Effekt nur in den Kristallklassen mit Piezoelektrizitdt auftreten (vgl.
Tab. 4.8). Von den insgesamt 27 ry; (i, j, k = 1, 2, 3) kénnen nur 18 unabhingig sein; letztere
werden mitunter mit Hilfe von nur zwei Indizes als r,; (m = 1, ..., 6; k=1, 2, 3) umnummeriert
und lassen sich dann in Gestalt einer 6 x 3-Matrix schreiben. Die elektrooptischen Koeffizien-
ten bewegen sich in der GréBenordnung von 10™'> m/V; einen relativ groBen linearen elektroop-
tischen Effekt zeigen u. a. die in Tab. 4.11 aufgefiihrten (,,nichtlinearen optischen) Kristalle
(vgl. BOHATY [4.8]).

Der elastooptische Effekt (auch: fotoelastischer Effekt) wird durch die Beziehung zwischen den
Anderungen der Indikatrix An und der elastischen Verzerrung (Deformation) £ beschrieben:

An, = Zqij,dgk, bzw. symbolisch An=q:¢&
k.l

mit dem (im Abschn. 4.2.1. eingefiihrten) Verzerrungstensor € mit den Komponenten ¢g,. Die elas-
tooptischen Konstanten p;;, représentieren einen (polaren) Tensor 4. Stufe, der zwei (polare) Ten-
soren 2. Stufe miteinander verkniipft; der Doppelpunkt symbolisiert die zweifache Summation
(,»Verjlingung®). Zwischen den insgesamt 81 p; (i, j, k, [ =1, 2, 3) gelten die Relationen p;y =
Pjii = Pijik = Djil» 50 dass nur deren 36 unabhéngig sein konnen. Der elastooptische Effekt kann in
allen Kristallklassen sowie in isotropen K&rpern auftreten und ist die Ursache der bereits erwéhn-
ten Spannungsdoppelbrechung.
Eine alternative Beschreibung erhilt man gemaf:

An, = quak, bzw. symbolisch An=q:c
k.l
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mit Hilfe des (im Abschn. 4.3.3. eingefiihrten) Spannungstensors mit 6 den Komponenten 6, und
den piezooptischen Konstanten q;,, die den piezooptischen Tensor q darstellen. Man spricht dann
auch vom piezooptischen Effekt. Die beiden Tensoren p und q lassen sich geméf:

Piju = Zqijmncm,d ineinander {iberfithren, wie man durch Einsetzen von:

m,n

o, = Zcmnk,g,d mit den elastischen Konstanten ¢,y (vgl. Abschn. 4.6.1.) erkennt.
k.1

Betrachten wir noch einmal den linearen elektrooptischen Effekt, der, wie gesagt, an die Kristall-
klassen mit Piezoelektrizitdt gebunden ist: Piezoelektrische Kristalle werden durch ein elektri-
sches Feld deformiert, so dass sich dem eigentlichen elektrooptischen Effekt noch ein sekundérer

elastooptischer Effekt von etwa gleicher Grofe iiberlagert. Mit der Beziehung &, = Zd ke, fr
k

den reziproken piezoelektrischen Effekt (Abschn. 4.3.3.) erhilt man fiir den zusammengesetzten
elektrooptischen Effekt:

A?]’./. = Z(,}ﬂ( + zpi/'lmdklm) Ek .
k

I,m

Der sekundire Effekt kann vermieden werden, wenn man anstelle eines statischen elektrischen
Feldes ein Wechselfeld mit einer Frequenz oberhalb der mechanischen Resonanzfrequenz des
Kristalls anlegt: Der Kristall bleibt dann undeformiert, und der wahre elektrooptische Effekt tritt
in Erscheinung.

Neben dem linearen elektrooptischen Effekt (POCKELS-Effekt) als Effekt 1. Ordnung gibt es
stets noch einen elektrooptischen Effekt 2. Ordnung, der quadratisch von der elektrischen Feld-
stirke £ abhdngt und auch als quadratischer elektrooptischer Effekt oder KERR-Effekt bezeichnet
wird. Man beschreibt ihn gemél:

A ;= ZRijkIEkEI
o

durch einen Tensor 4. Stufe mit den Komponenten R, der in seiner Symmetrie dem piezoopti-
schen Tensor entspricht; d. h. der quadratische elektrooptische Effekt kann in allen Kristallklassen
und isotropen Medien (darunter auch in Fliissigkeiten) auftreten. Er ist jedoch meist deutlich ge-
ringer als der Effekt 1. Ordnung (in den piezoelektrischen Medien), weshalb letztere fiir Anwen-
dungen interessanter sind.

Sowohl der elektrooptische als auch der elastooptische Effekt konnen nicht nur eine quantita-
tive, sondern auch eine qualitative Anderung der Indikatrix bewirken: So kénnen optisch isotrope
Medien doppelbrechend und optisch einachsige Medien optisch zweiachsig werden. Welche
Moglichkeit entsprechend der Symmetrie des Kristalls und der Einwirkung realisiert ist, bestimmt
sich nach dem Prinzip von NEUMANN—CURIE (vgl. Abschn. 4.2.2.). Anordnungen zur Beobach-
tung der betreffenden Effekte sind z. B. bei S. HAUSSUHL ausgefiihrt.

Durch eine Verdnderung der Indikatrix, d. h. der Brechungsindizes, éndert sich die optische
Weglidnge im durchstrahlten Kristall. Man kann deshalb mit Hilfe des elektrooptischen Effekts
eine elektrisch gesteuerte Phasenmodulation des Lichts vornehmen. Diese Phasenmodulation ist
fiir die beiden in einem doppelbrechenden Kristall entstehenden Wellen unterschiedlich, so dass
es bei ihrer Interferenz in Anordnungen mit gekreuzten Polarisatoren auch zu einer Amplituden-
modulation kommt (elektrooptische Modulatoren; vgl. KAMINOW und TURNER [4.9]). Von einem
,»elektrooptischen Schalter spricht man, wenn durch das Ein- und Ausschalten einer festgelegten
elektrischen Spannung (der sog. Halbwellenspannung) gerade der Ubergang von einer Modula-
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tionsstellung maximaler Helligkeit zu einer solchen maximaler Ausldschung oder umgekehrt er-
folgt. Elektrooptische Bauelemente gewinnen eine zunehmende Bedeutung in der Optoelektronik
sowie in nachgeordneten Anwendungen im wissenschaftlichen Gerétebau, in der Datenverarbei-
tung, der Informationsiibertragung u. a. m.

4.4.5. Nichtlineare Optik

Die Beschreibung der dielektrischen Eigenschaften im Abschn. 4.3.2. sowie der Kristalloptik im
Abschn. 4.4.1. beruht auf der Annahme einer linearen Beziehung (d. h. einer Proportionalitét)
zwischen der elektrischen Feldstirke E und der durch sie hervorgerufenen Polarisation P = gyy°E
bzw. der dielektrischen Verschiebung D = ¢F = gy¢,E mit der relativen Dielektrizititskonstanten &,
= x° + 1 und der (linearen) dielektrischen Suszeptibilitét x°. Hierbei stellen y° bzw. ¢ Material-
eigenschaften dar, die als unabhingig von der Grofle der einwirkenden Feldstirke £ angenommen
werden. Diese Linearitit ist auch der Tensorschreibweise eigen, die zur Darstellung des anisotro-

pen Verhaltens benétigt wird: Die betreffenden Tensorkomponenten y; bzw. & sind als Mate-

rialkonstanten nicht von der Groe der Komponenten der elektrischen Feldstirke E; abhéngig.

Ein linearer Ansatz stellt nur eine Ndherung dar, die jedoch fiir die Beschreibung vieler Eigen-
schaften ausreichend ist; d. h., die Abweichungen von einem linearen Verhalten sind so gering,
dass sie nicht beriicksichtigt zu werden brauchen.

Allgemein wird zu erwarten sein, dass Abweichungen von einem linearen Verhalten dann
deutlich werden, wenn die Einwirkung, also die elektrische Feldstirke E, groB3 ist. In der Optik ist
diese Voraussetzung bei der Anwendung von Laserstrahlung gegeben. Mit dem im hohen Grad
kohérenten und monochromatischen Laserlicht lassen sich sehr grole Feldstdrken in den elektro-
magnetischen Wellen erreichen, so dass in entsprechenden Anordnungen nichtlineare optische
Effekte beobachtet werden konnen.

Auch bei den nichtlinearen optischen Effekten vollzieht sich die Wechselwirkung zwischen
den elektromagnetischen Lichtwellen und einem durchstrahlten dielektrischen Medium {iber eine
elektrische Polarisation des Mediums. Eine nichtlineare Abhingigkeit der Polarisation P von der
Feldstirke £ wird (fiir den isotropen Fall) durch die folgende Potenzreihe beschrieben:

P=y"E+ P + 98 ..

Hierin ist " die lineare (dielektrische) Suszeptibilitdt im Sinne des Abschnitts 4.3.2., die in die-
sem Zusammenhang als absolute, dimensionsbehaftete GroBe formuliert wird; im Vergleich zum
Abschn. 4.3.2. gilt y'" = g° mit &, als Dielektrizititskonstanten des Vakuums; ¥, » ... sind die
nichtlinearen Suszeptibilititen der verschiedenen Ordnung, die die Abweichungen vom linearen
Verhalten zum Ausdruck bringen. Zum Beschreiben der nichtlinearen optischen Effekte in Kris-
tallen ist allerdings noch deren Anisotropie wesentlich; d. h., Polarisation und elektrisches Feld
sind durch Vektoren darzustellen und die verschiedenen Suszeptibilitdten durch entsprechende
Tensoren hoher Stufe. Das fiihrt fiir die betreffenden Komponenten zu folgender Darstellung der
Potenzreihe:

P= z 2VE, +Zk: AVEE, + Zk:] ANEEE, ... (i), k 1=123)
J Js Js ks

Die Koeffizienten y{’ =gy, entsprechen den aus Abschn. 4.3.2. bekannten Komponenten des

Tensors (2. Stufe) fiir die lineare dielektrische Suszeptibilitét (die iiber ¢,; = y; + J; die Indikatrix,
d. h. die gewohnlichen kristalloptischen Eigenschaften, bestimmen); ;(ffk) sind die Komponenten



332 4. Kristallphysik

eines Tensors 3. Stufe und ;/;,; die eines solchen 4. Stufe. (Auch andere nichtlineare Effekte

werden mit Hilfe eines analogen sog. multilinearen Ansatzes beschrieben.)
Die nichtlinearen optischen Effekte 2. Ordnung werden durch den Tensor 3. Stufe der nicht-

linearen dielektrischen Suszeptibilitdt 2. Ordnung mit den Komponenten ;((yzk) beschrieben. Fiir

sie gilt die Relation z{} = 7, so dass die Symmetrie dieses Tensors der des piezoelektrischen

Effekts entspricht (vgl. Tab. 4.8). Das bedeutet, dass die nichtlinearen optischen Effekte 2. Ord-
nung an die Kristallklassen mit Piezoelektrizitit gebunden sind und in Kristallen mit einem Inver-
sionszentrum sowie in der Kristallklasse 432 nicht auftreten konnen.

In der Literatur werden die nichtlinearen Suszeptibilititen 2. Ordnung héufig durch die GréBen
@ _ 2
it =X
hingigen Komponenten ;('lsz) so umzunummerieren, dass sie nur zwei Indizes erhalten:

7P =d mitm=j=k=1,2,3firj=kundm=9—(j+k)=4,5,6fiirj k.

ijk

2&, (Mafleinheit m/V) ausgedriickt. Auflerdem ist es iiblich, die insgesamt 18 unab-

Bei den gebriuchlichen ,,nichtlinearen* Kristallen bewegen sich die Werte der d;, in der Gro-
Benordnung 10 '? m/V (Tab. 4.11).

Der wohl auffilligste nichtlineare optische Effekt ist die Generation der Zweiten Harmoni-
schen (engl. second harmonic generation, SHG). Man versteht hierunter die Umwandlung einer
Lichtwelle der Frequenz w in eine solche mit der doppelten Frequenz 2w in einem nichtlinearen
optischen Medium. (In der einschldgigen Literatur ist es iiblich, anstelle der gewohnlichen Fre-
quenz v die Winkelfrequenz w = 2nv zu benutzen.) Das Entstehen dieser Welle kann man sich
folgendermafen verstdndlich machen: Man betrachte eine Lichtwelle der Frequenz w, deren elek-
trischer Feldvektor nur die Komponente E; haben modge und die an irgendeinem Punkt im Innern
des Mediums durch eine periodische Funktion E; = E, coswt wiedergegeben sei. Das Feld E| er-
zeugt eine entsprechende Polarisation mit den Komponenten Py, P,, P;, von denen z. B. P; gemél
dem obigen Ansatz durch

B=yVE + G E}+...= yVE,cosat + y [ E; cos’ ot +...

wiedergegeben wird. Der zweite Term ist die nichtlineare Polarisation; sie besteht wegen der all-

gemeinen Bezichung cos’w? = 1/2 + cos (2wt)/2 aus einem konstanten Anteil 2 REN2 (sog. opti-

sche Gleichrichtung) und einem periodischen Anteil, der mit der doppelten Frequenz 2w schwingt.
Diese Schwingung ist gewdhnlich fest mit der Grundwelle verkniipft und kann sich nur als ,,ge-
bundene Welle“ fortpflanzen. Nur dann, wenn die Welle der Frequenz 2w mit der Indikatrix fiir
diese doppelte Frequenz und den zugehdrigen Schwingungsrichtungen vertréglich ist, kommt es
zur Ausbreitung einer sog. freien Welle. Eine besondere Situation ist dann gegeben, wenn die
Grundwelle (w) und die Oberwelle (2w) in einer bestimmten Richtung dieselbe Fort-
pflanzungsgeschwindigkeit (Phasengeschwindigkeit) besitzen. In diesem Fall kann die Grund-
welle wihrend des ganzen Weges durch den Kristall phasengerecht zur Verstirkung der Ober-
welle beitragen, und der ansonsten sehr kleine Effekt wird um Zehnerpotenzen vergrofert. Man
bezeichnet diese fiir die praktische Frequenzverdoppelung von Laserstrahlung wichtige Situation
als Phasenanpassung (engl. phase matching). Im allgemeinen haben Wellen unterschiedlicher
Frequenz wegen der Dispersion der Brechungsindizes verschiedene Phasengeschwindigkeiten.
Eine Phasenanpassung gibt es nur in bestimmten ausgezeichneten Richtungen, die man erhilt,
indem man die fiir die beiden Frequenzen @ und 2w zutreffenden Wellenflichen (Strahlen-
lachen) miteinander zum Schnitt bringt (vgl. Bilder 4.25 und 4.27). Nur wenn die Anisotropie der
Brechungsindizes und ihre Dispersion bestimmte Voraussetzungen erfiillen, kommt es iiberhaupt
zu einem Schnitt der Wellenfldchen, und die zugehorigen Schwingungsrichtungen sind bei nor-
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maler Dispersion verschieden. Optisch zweiachsige Kristalle bieten wegen der breiteren Variation
ihrer Anisotropie bessere Voraussetzungen fiir eine Phasenanpassung. Nach HOBDEN [4.11] kann
man 13 Typen der Phasenanpassung unterscheiden.

Tabelle 4.11. Relative Komponenten d, /dy" der nichtlinearen dielektrischen Suszeptibilitiit
2. Ordnung bei der Generation der Zweiten Harmonischen (nach MINCK et al. [4.10]).

Kristall Kristallklasse Laserwellenlénge d, =d, /d"
der Messung in um
KH,PO, (KDP) 42m 0,69") dig= 1,00
d,= 0095
1,069 dig= 1,00
d,= 101
NH,H,PO, (ADP) | 42m 1,06 diy= 0,93
d,= 089
LiNbO; 3m 1,06 d,= 63
d,= 119
Cds 6mm 1,06 dy= 35
d,= 32
d,= 63
GaAs 43m 1,06 d,= 560
10,6%) d,= 29
Se 32 10,6 d,= 63
Te 32 10,6 d) = 4230

Die Komponenten sind relativ zu d5s von KDP, gemessen bei einer Wellenlédnge von 0,6328 um, angegeben; der
absolute Wert liegt bei dae " ~ 1072 m/V. Die Messung absoluter Werte ist mit gewissen Schwierigkeiten ver-
kniipft.

') Wellenlinge eines Rubinlasers; %) Wellenlinge eines Lasers mit Nd-Dotierung; *) Wellenlinge des CO,-Gaslasers.

Der fiir eine Frequenzverdoppelung giinstige Effekt der Phasenanpassung wird allerdings bei
kleineren Strahlquerschnitten dadurch wieder gemindert, dass die Strahlen infolge der Doppelbre-
chung auseinander laufen. Deshalb ist es von besonderer Bedeutung, dass man in Kristallen aus
Lithiumniobat LiNbOj; auch in der Richtung senkrecht zur optischen Achse zu einer Phasenanpas-
sung gelangen kann, in der der ordentliche und der auBerordentliche Strahl nicht auseinander lau-
fen. Dabei wird die starke Temperaturabhéngigkeit der Brechung und Doppelbrechung in LiNbO;
ausgenutzt, und man stellt eine Temperatur ein, bei der die betreffenden Brechungsindizes gerade
iibereinstimmen.

Weitere nichtlineare optische Effekte erhdlt man, indem man in einem geeigneten ,,nichtlinea-
ren“ Medium zwei Wellen verschiedener Frequenzen w; und w, iiberlagert. Sie bewirken (neben
der linearen) eine nichtlineare Polarisation, die mit einer Frequenz w; schwingt, was man durch
den Ansatz:

PR0) = X 2E (o) Ey (@)
ok

beschreibt. Wie sich zeigen lasst, gilt die Bedingung:

w3 = w1 + 0, (Summenfrequenz) oder w; = w; — w, (Differenzfrequenz).
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Die Generation der Summenfrequenz hat Anwendung als Wandler fiir Infrarotstrahlung gefunden,
wobei die Infrarotstrahlung (w;) in einem Kristall mit einer geeigneten, konstanten Laserstrahlung
(w,) liberlagert wird und die ,,gewandelte* Strahlung (w;) im sichtbaren Spektralbereich beobach-
tet werden kann. Die Generation einer Differenzfrequenz findet umgekehrte Anwendung: Durch
Uberlagerung zweier Laserstrahlen, deren Frequenzen ; und w, nahe beieinander liegen, lisst
sich als Differenzfrequenz w; eine intensive Strahlung im Infrarot oder sogar im fernen Infrarot
erzeugen.

Ein weiteres wichtiges nichtlineares Phanomen sind die parametrischen Effekte. Hierbei wird
eine intensive Laserstrahlung als ,,Pumpfrequenz in einen ,,nichtlinearen” Kristall eingestrahlt,
und gemifB dem allgemeinen Zusammenhang zwischen jeweils drei Wellen treten zwei neue Wel-
len auf, deren Frequenzen als ,,Signalfrequenz® und als ,,IDLERfrequenz‘ bezeichnet werden. Die
betreffenden Wellen miissen wieder bestimmte Bedingungen hinsichtlich der nunmehr drei Pha-
sengeschwindigkeiten erfiillen; letztere lassen sich gleichfalls mittels der Temperatur des Kristalls
verdndern. Auf diese Weise sind Lichtquellen konstruiert worden, die iiber einen groen Fre-
quenzbereich kontinuierlich abstimmbar sind, und zwar unter Bewahrung der besonderen Eigen-
schaften des Laserlichts (parametrischer Oszillator).

SchlieBlich stellt der im Abschn. 4.4.4. behandelte elektrooptische Effekt 1. Ordnung (POCKELS-
Effekt) im Grunde gleichfalls einen nichtlinearen optischen Effekt (2. Ordnung) dar: Man kann ndm-
lich das dort angelegte elektrische Gleichfeld als eine Welle mit der Frequenz w, = 0 interpretieren,
das einer Lichtwelle der Frequenz w, iiberlagert wird und damit deren Polarisationswirkung veran-
dert (wobei hier wegen w; = w; + @, = w; die Frequenz unveréndert bleibt). Dementsprechend las-
sen sich die elektrooptischen Koeffizienten r;; aus den nichtlinearen Suszeptibilitéten y;; berechnen.

Auf nichtlineare optische Effekte hoherer Ordnung sei hier nur kurz hingewiesen. So wird die

nichtlineare Suszeptibilitidt 3. Ordnung durch einen Tensor 4. Stufe mit den Komponenten ;(;ZI)

beschrieben. In der Literatur werden meistens die Koeffizienten y)’ = 75 /45, angegeben, die

sich in der GroBenordnung von 10 m*/V* bewegen. Nichtlineare Effekte 3. Ordnung sind also
sehr klein, konnen aber (im Gegensatz zu den Effekten 2. Ordnung) in allen Kristallklassen und in
isotropen Medien auftreten. (In einigen Fliissigkeiten, die fiir den KERR-Effekt herangezogen
werden, wie Nitrobenzol, werden fiir die Suszeptibilitdt 3. Ordnung anomal grole Werte von
10° m%V? erreicht; sie beruhen auf einer Orientierung von polaren Molekiilen im Gegensatz zu
einer gewdhnlichen Polarisation der Elektronenwolken von Atomen.) Durch die nichtlineare Pola-
risation 3. Ordnung wird im Allgemeinen eine Wechselwirkung zwischen vier Wellen vermittelt,
welche verschiedene Frequenzen haben koénnen. Zwischen diesen vier Frequenzen lassen sich auf
verschiedene Weise Summen- oder Differenzrelationen aufstellen. Welcher der denkbaren Effekte
in Erscheinung tritt, wird durch die Bedingungen der Phasenanpassung bestimmt. Zu erwéhnen
sind hier u. a. die Generation der Dritten Harmonischen, also einer Welle dreifacher Frequenz,
ferner die Generation der Zweiten Harmonischen bei gleichzeitigem Anlegen einer elektrischen
Gleichspannung, die so auch in Kristallen moglich wird, die nicht zu den ,piezoelektri-
schen* Kristallklassen gehdren. Die Anderung der Brechungsindizes durch ein elektrisches
Gleichfeld ergibt den bereits erwédhnten quadratischen elektrooptischen Effekt (KERR-Effekt).
AuBerdem ist beobachtet worden, dass ein intensiver Laserstrahl die Brechungsindizes im
durchstrahlten Medium derart verdndert, dass vermdge seiner ortsabhidngigen Intensitdt ein Effekt
auf die Fortpflanzung des Strahls selbst ausgeiibt wird. Bei hinreichender Intensitét fiihrt dieser
Effekt zu einer Selbstfokussierung des Laserstrahls, der sich dabei zu einem engen Lichtfaden
zusammenzieht. Diese Selbstfokussierung konzentriert den Energiefluss auf ein kleines Volumen
und kann dadurch Schiden in dem durchstrahlten Medium hervorrufen (engl. optical damage).
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Eine Verdnderung der Eigenschaften eines optischen Mediums bis hin zur Beschddigung kann
auch anderweitig durch intensive Lichteinwirkung, z. B. durch Laserstrahlung, hervorgerufen
werden. Durch stirkere Lichtintensititen bewirkte, bleibende lokale Anderungen der Brechungs-
indizes werden als photorefraktiver Effekt bezeichnet. Kristalle oder andere Medien, die bei Be-
strahlung mit Licht geeigneter Wellenldnge ihr Absorptionsspektrum dndern (Verfarbung oder
Entfarbung), werden als photochrom oder phototrop bezeichnet. Beide Effekte konnen permanent
oder reversibel sein und finden (mit Hilfe von Lasern und elektrooptischen Bauelementen) An-
wendung in optisch adressierbaren Informationsspeichern (Kiss [4.12]).

4.5. Magnetische Eigenschaften von Kristallen

4.5.1. Magnetisierung, Diamagnetismus, Paramagnetismus

Die magnetischen Eigenschaften der Kristalle (wie auch anderer Stoffe) beruhen in komplexer
Weise auf den quantenmechanischen Eigenschaften der Elektronen (Bahnmoment und Spin). Die
Atomkerne tragen im Vergleich dazu nur in sehr geringem Mafe (Faktor 10) zu den magneti-
schen Eigenschaften bei. Die phinomenologische Beschreibung der magnetischen Erscheinungen
kann in weitgehender Analogie zu den dielektrischen Erscheinungen erfolgen (vgl. Abschn. 4.3.2.)
— ungeachtet ihrer komplizierteren und andersartigen physikalischen Natur.

Steht ein Kristall oder ein anderer Stoff unter der Einwirkung eines magnetischen Feldes, so
wird in ihm ein magnetisches Moment erzeugt, d. h., der Stoff wird selbst magnetisch. Das in
diesem Stoff pro Volumeneinheit erzeugte magnetische Moment J ist (bei den meisten Stoffen)
proportional zur magnetischen Feldstérke H:

J= u"H.

Hierbei ist H das in dem Stoff wirksame Magnetfeld; y" ist die magnetische Suszeptibilitit (die
von der elektrischen Suszeptibilitét y© trotz des allgemein gebrauchlichen gleichen Symbols y zu
unterscheiden ist); durch die Einfligung der magnetischen Induktionskonstante (Permeabilitdt des
Vakuums) 4 :

Lo=4m+107 Vs/(A - m)~ 1,256 - 10° Vs/(A - m)
erhilt man y™ als dimensionslose Zahl.

Von der magnetischen Polarisation J ist (im Internationalen Einheitensystem) die Magnetisie-
rung M zu unterscheiden, die durch:

M="H=Jlu,

gegeben ist.

Bei Kristallen ist die magnetische Suszeptibilitit eine im Allgemeinen anisotrope Material-
eigenschaft, die die Vektoren H und J zueinander in Beziehung setzt und durch einen polaren
Tensor 2. Stufe darzustellen ist, symbolisch:

J=y"H bzw. fur die Komponenten: J, = yoz XiH,.
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Der Tensor der magnetischen Suszeptibilitét ist symmetrisch ( ;" = x}/) und hat im Allgemeinen

sechs unabhédngige Komponenten, die in den einzelnen Kristallsystemen den in Tab. 4.3 aufge-
fiihrten Bedingungen geniigen.

In Analogie zur Beschreibung der dielektrischen Phdnomene (Tab. 4.12) fithrt man noch eine
weitere (der dielektrischen Verschiebung D entsprechende) vektorielle Grofle ein, die magneti-
sche Induktion B:

B =pH = popH = poH + J = po(H + M)

mit den Tensoren (2. Stufe) der relativen Permeabilitit p, bzw. der (absoluten) Permeabilitit p.
Bei isotropen Stoffen gilt:

= Wpg ="+ 1;
bei anisotropen Kristallen besteht zwischen den Tensorkomponenten der Zusammenhang:

My = 4l iy = 2 +6,; mit§; =1 fiiri = jund 6; = 0 fir i #.

Tabelle 4.12. Analogie von elektrischen und magnetischen Gréfien und Eigenschaften.

Elektrische Grofen bzw. | E P Pisy, | D 1 o € g | p d
Eigenschaften

Magnetische Grofen H |J |M B | " |mw |u wo| g 0
bzw. Eigenschaften

Bedeutung der Symbole wie im Text; p pyroelektrischer Koeffizient; d piezoelektrische Moduln;
q pyromagnetischer Koeffizient; Q piezomagnetische Moduln (die letzteren beiden magnetischen Eigenschaften
sind hier nicht néher behandelt; vgl. z. B. P. PAUFLER).

Die Kristalle (und anderen Stoffe) konnen hinsichtlich ihrer magnetischen Suszeptibilitdt in
mehrere Gruppen eingeteilt werden. Bei den meisten Stoffen ist die magnetische Suszeptibilitét
(im Vergleich zur elektrischen Suszeptibilitéit) sehr klein und bewegt sich bei Kristallen im Be-
reich von ™ =—10"...4+107; sie ist also positiver wie negativer Werte fihig.

Die diamagnetischen Stoffe sind durch eine negative magnetische Suszeptibilitidt y™ < 0 ge-
kennzeichnet (bei anisotropen Kristallen sind dann sémtliche Komponenten ;" <0). Hierher

gehoren z. B. Halit (Steinsalz), Fluorit, Calcit, Quarz, Eis. Man erkennt diamagnetische Kristalle
daran, dass sie durch die magnetischen Kréfte in einem inhomogenen Magnetfeld aus dem Be-
reich hoher Feldstirke hinausgedrangt werden. Die Atome bzw. Ionen eines diamagnetischen
Kristalls besitzen ohne Einwirkung eines dufleren Magnetfeldes kein eigenes magnetisches Mo-
ment; es wird erst durch die magnetische Induktion im Magnetfeld erzeugt. Die diamagnetische
Suszeptibilitit ist von der Temperatur weitgehend unabhingig, sofern das Volumen konstant ge-
halten wird.

Die paramagnetischen Stoffe sind durch eine positive magnetische Suszeptibilitéit y™ > 0 (bzw.

alle y;7 >0) gekennzeichnet. Sie enthalten in ihrer Struktur Atome (bzw. lonen), die bereits un-

abhingig von einem dufleren Magnetfeld ein eigenes magnetisches Moment besitzen. Diese per-
manenten magnetischen Momente der paramagnetischen Atome (Ionen) sind zunéchst ungeordnet,
so dass kein makroskopisches Moment resultiert. Die positive Suszeptibilitdt der paramagneti-
schen Stoffe kommt dadurch zustande, dass die atomaren Momente in einem angelegten Magnet-
feld je nach dessen Stirke ausgerichtet werden. Daneben existiert stets ein kleiner (negativer)
diamagnetischer Beitrag zur Suszeptibilitdt, der jedoch iiberdeckt wird. Charakteristisch ist das
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Temperaturverhalten paramagnetischer Kristalle; denn die Wéarmebewegung wirkt der Ausrich-
tung der atomaren Momente durch das angelegte Magnetfeld entgegen. Die paramagnetische Sus-
zeptibilitit erweist sich als umgekehrt proportional zur (absoluten) Temperatur:

L"=C/T

mit der CURIE-Konstanten C, die sich bei Kristallen in der GroBenordnung von 10...10" K be-
wegt. Im anisotropen Fall gilt:

X =C,/T .

Paramagnetische Kristalle werden in inhomogenen Magnetfeldern in den Bereich hoher Feldstér-
ken hineingezogen; hierher gehdéren Aluminium, Platin, Siderit, Beryll, Olivin, Granat, Augit,
Pyrit. Paramagnetische Kristalle konnen von diamagnetischen mit Hilfe eines Elektromagneten
getrennt werden, was bei der Aufbereitung von Eisenerzen ausgedehnte technische Anwendung
findet.

4.5.2. Ferromagnetismus, Antiferromagnetismus, Ferrimagnetismus

Die bisher betrachtete diamagnetische oder paramagnetische Suszeptibilitét ist letztlich eine
Eigenschaft der einzelnen Atome (bzw. Ionen oder Molekiile) selbst; sie ist deshalb bei allen Stof-
fen vorhanden. Hingegen beruhen die im Folgenden zu betrachtenden magnetischen Eigenschaf-
ten auf einer Ordnung und einem kooperativen Zusammenwirken der permanenten magnetischen
Momente eines grofleren Ensembles von Atomen. Die Effekte sind dementsprechend grof3 und an
Stoffe gebunden, die paramagnetische Atome enthalten. Die Ordnung der permanenten magneti-
schen Momente wird durch eine interatomare quantenmechanische Wechselwirkung der Elektro-
nenspins bewirkt, die sich dabei in bestimmter Weise ausrichten, so dass man auch von einer
Ordnung der Spins spricht. Damit die Wechselwirkung der Spins gegeniiber den ungeordneten
thermischen Bewegungen dominieren kann, ist eine gewisse rdumliche Dichte der Atome erfor-
derlich, wie sie insbesondere in Kristallstrukturen gegeben ist.

Die Ferromagnetika sind durch eine parallele Anordnung der permanenten magnetischen Mo-
mente bzw. der wechselwirkenden Spins gekennzeichnet. Typische Ferromagnetika sind Eisen,
Nickel und Cobalt sowie deren Legierungen. Auch gewisse Verbindungen sonst nicht ferro-
magnetischer Ubergangsmetalle, wie CrTe und MnP, zeigen ferromagnetische Eigenschaften.

Der streng parallelen Anordnung folgen alle betreffenden Spins, doch erstreckt sich eine be-
stimmte Orientierung (wie bei den Ferroelektrika) gewohnlich immer nur auf gewisse Bereiche,
die WEIBschen Bezirke oder ferromagnetischen Doménen, zwischen denen die Orientierung belie-
big wechselt (im Gegensatz zu den Ferroelektrika, bei denen diese Orientierung Zwillingsrelatio-
nen folgt).

Die ferromagnetischen Doménen konnen nach verschiedenen Methoden sichtbar gemacht we-
rden (Bild 4.51) Ein Zusammenhang der Doménenstruktur mit anderen Storungen und Realstruk-
turerscheinungen ist auf diesem Bild unverkennbar. An den Grenzen der Doménen, den BLOCH-
Wiinden, erfolgt der Ubergang in die andere Spinorientierung nicht sprunghaft, sondern kontinu-
ierlich iiber eine Distanz in der GroBenordnung von 100 Gitterkonstanten; die BLOCH-Winde
haben also eine gewisse Dicke.

Im unmagnetisierten Zustand kompensieren sich die Momente der WEIBschen Bezirke unter-
einander. Unter dem Einfluss eines dufleren Magnetfeldes kommt es zu einer Ausrichtung der ma-
gnetischen Momente der verschiedenen WEISschen Bezirke. Diese Ausrichtung erfolgt nach zwei
Mechanismen: Einmal wachsen durch eine Verschiebung der BLOCH-Wénde diejenigen WEIBschen
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Bezirke, deren Moment zum angelegten Magnetfeld giinstig orientiert ist; zum anderen erfolgt eine
Rotation der magnetischen Momente der WEIBschen Bezirke in die Richtung des angelegten Ma-
gnetfeldes. Bei niedrigen Feldstirken dominiert der erste, bei hohen Feldstérken der letzte Mecha-
nismus. Die Ausrichtungsvorginge verlaufen, wie BARKHAUSEN zeigte, unstetig (BARKHAUSEN-
Spriinge ) und zeigen eine ausgeprigte Abhingigkeit von der kristallographischen Richtung, in der
die Magnetisierung vorgenommen wird. Es existieren Richtungen besonders leichter Magnetisier-
barkeit. Beim kubisch raumzentrierten o-Eisen sind das die (100)-Richtungen, wiahrend die (111)-
Richtungen fiir die Magnetisierung am ungiinstigsten sind. Beim kubisch flachenzentrierten Nickel
dagegen liegt die Richtung leichter Magnetisierbarkeit parallel (111) und beim hexagonal dicht ge-
packten Cobalt parallel zur c-Achse. Demnach existieren beim a-Fe sechs, beim Ni acht und beim
Co nur zwei Richtungen leichter Magnetisierbarkeit.

Bild 4.51. Ferromagnetische Domdnen auf einer (100)-Fldche eines Einkristalls aus Eisen-Silicium.

,.BITTER-Muster*, Niederschlag feiner ferromagnetischer Teilchen aus einer fliissigen Suspension auf die Kristall-
oberflache. Aufn.: TRAUBLE [4.13.].

Die Ausrichtung der WEIBschen Bezirke fiihrt zu einer positiven Magnetisierung, die jene
paramagnetischer Kristalle um GroBenordnungen iibertrifft. Durch die Beziehung y"=0M/0H lasst
sich auch den Ferromagnetika formal eine magnetische Suszeptibilitit zuordnen, die grofe posi-
tive Werte annimmt. Doch ist der fiir die Dia- und Paramagnetika geltende lineare Zusammen-
hang zwischen Feld und Magnetisierung keineswegs mehr zutreffend: y™ ist nicht konstant, son-
dern stark von der Feldstdrke A abhéngig, und die Magnetisierung M zeigt eine typische
Hysterese (Bild 4.52).

Bei einem Ferromagnetikum mit regellos orientierten WEI8schen Bezirken folgt die Magneti-
sierung der ,,jungfraulichen* Kurve von 0 nach 1 und erreicht eine Séttigungsmagnetisierung Ms,
wenn sdmtliche WEISschen Bezirke ausgerichtet sind. Geht man mit dem Magnetfeld zuriick
(Kurve 1-2), so bleibt deren Orientierung teilweise erhalten, und auch fiir /= 0 bleibt eine ge-
wisse Magnetisierung M, bestehen (Remanenz). Die Magnetisierung geht erst mit dem Anlegen
eines Koerzitivfeldes mit dem Betrag H, in der entgegengesetzten Richtung wieder auf den Wert
null zuriick usw. Wie schon angedeutet, ist die Form der Hystereseschleifen stark von der kristal-
lographischen Orientierung der Richtung abhéngig, in der die Magnetisierung vorgenommen wird.
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Bild 4.52. Magnetisierung M eines Bild 4.53. Verlauf der spontanen Magnetisierung (Siit-
Ferromagneten in Abhdngigkeit von tigungsmagnetisierung) Mg eines Ferromagneten bei
einem Magnetfeld H (Hysterese). Anndherung an die CURIE-Temperatur Tc und der rezi-

proken Suszeptibilitit 1/ oberhalb Tc in der para-
elektrischen Phase.

Die Suszeptibilitdt kann in den Bereichen des steilen Anstiegs der Hysteresekurven je nach Mate-
rial Werte von + 10° und mehr erreichen (man vergleiche demgegeniiber die paramagnetischen
Suszeptibilititen).

Die Sittigungsmagnetisierung Ms ist temperaturabhidngig und nimmt mit steigender Tem-
peratur ab. Bei einer bestimmten Temperatur 7¢, der CURIE-Temperatur (768°C fiir Fe; 360°C fiir
Ni), bricht die Ordnung der Spins zusammen; der Ferromagnetismus verschwindet, und der Kris-
tall wird paramagnetisch. Die Suszeptibilitit folgt dann einem CURIE-WEIBschen Gesetz:*
X" = C/AT - T¢) (Bild 4.53). Bei Einkristallen ist die magnetische Suszeptibilitit eine im allgemei-
nen anisotrope Materialeigenschaft und, wie im vorigen Abschnitt ausgefiihrt, durch einen Tensor
darzustellen. Magnetische Phaseniibergénge zdhlen zu den kritischen Phdnomenen (vgl. Abschn.
3.3.2).

Eine parallele Anordnung der Spins, wie sie bei den Ferromagnetika vorliegt, ist nicht die ein-
zige Moglichkeit einer Ordnung der Spins. Es gibt weiterhin die Moglichkeit, dass sich die Spins
und damit die magnetischen Momente benachbarter (paramagnetischer) Atome entgegengesetzt
(antiparallel) ausrichten (Bild 4.54). Welche dieser beiden Moglichkeiten auftritt, hingt von dem
Vorzeichen eines sog. Austauschintegrals ab, das bei der quantentheoretischen Behandlung des
Problems erscheint und die Wechselwirkungen zwischen den Spins erfasst. Erstmals wurde eine
solche antiparallele Spinordnung bei den Mn*"-Ionen in Manganoxid MnO beobachtet. MnO kris-
tallisiert in der NaCl-Struktur, und die Spins der Mn**-Ionen sind in einer (111)-Ebene jeweils

alle parallel zu einer Flichendiagonalen des Elementarwiirfels orientiert, z. B. parallel [110]. In

der nichsten Ebene ist die Orientierung entgegengesetzt, also parallel [ 110] (Bild 4.55). Die
Orientierung wechselt hier von Ebene zu Ebene. Antiparallele Spinordnungen lassen sich auch
auf andere Weise herstellen, z. B. durch eine Umkehr der Spinorientierungen zwischen benach-
barten Ketten oder durch Wechsel der Spins innerhalb einer Kette. Man hat inzwischen zahlreiche
derartige Substanzen festgestellt, die als Antiferromagnetika bezeichnet werden. Die Anordnung
der Spins ldsst sich durch Neutronenbeugung (s. Abschn. 5.3.3.) nachweisen.

Antiferromagnetika konnen (wie Antiferroelektrika) kein resultierendes, spontanes makrosko-
pisches Moment besitzen; sie heben sich jedoch durch magnetische Anomalien von den Parama-
gnetika ab. Charakteristisch ist der Verlauf ihrer Suszeptibilitdt in Abhéngigkeit von der Tempe-
ratur (Bild 4.56): y™ nimmt bis zu einer gewissen Temperatur Ty, der NEEL-Temperatur, zu; bei
Ty bricht die antiferromagnetische Ordnung zusammen, die Substanz wird paramagnetisch, und
" nimmt mit steigender Temperatur wieder ab; bei Ty zeigt ¥ ein Maximum. Unter dem Einfluss
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der Temperatur oder duBerer Felder konnen antiferromagnetische Spinordnungen in andere anti-
ferromagnetische Spinordnungen oder auch in eine ferromagnetische Spinordnung iibergehen.
Derartige Ubergéinge nennt man metamagnetisch; sie sind meistens bei sehr tiefen Temperaturen
zu beobachten.
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Bild 4.54. Schema der Spinordnung. Bild 4.55. Anordnung der Spins der Mn*'-Ionen im

a) In Ferromagnetika; b) in Antiferromagne- Manganoxid MnO.
tika; ¢) und d) in Ferrimagnetika.
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Bild 4.56. Verlauf der reziproken Suszep- Bild 4.57. Verlauf der spontanen Magnetisierung (Sdt-
tibilitit 1/™ eines Antiferromagneten in tigungsmagnetisierung) Mg und der reziproken Suszep-
Abhdngigkeit von der Temperatur. tibilitit 1/4" bei einem Ferrimagneten.

SchlieBlich werden noch die Ferrimagnetika unterschieden. Zu ihrem Verstdndnis geht man
am besten vom Schema der antiferromagnetischen Spinordnung aus: Wenn bei einem solchen
Ordnungsschema verschiedenartige Atome mit unterschiedlichen Momenten beteiligt sind (Bild
4.54c¢) oder die Anzahl der atomaren Momente fiir die beiden Richtungen unterschiedlich ist (Bild
4.54d), resultieren eine spontane Magnetisierung und ein den Ferromagnetika &hnliches Verhalten.
Gegeniiber den gewdhnlichen Ferromagnetika zeigen die Ferrimagnetika gewisse Anomalien, die
am deutlichsten im Verlauf der Suszeptibilitit oberhalb der Temperatur Ty, die gleichfalls als
NEEL-Temperatur bezeichnet wird und bei der die spontane Magnetisierung verschwindet, zum
Ausdruck kommen (Bild 4.57.): Der lineare Verlauf 1/4™ gegen T wird erst allméhlich erreicht.
Ferrimagnetisches Verhalten zeigen z. B. Legierungen von Ubergangsmetallen mit Seltenerdme-
tallen sowie eine Reihe von Kristallen mit Spinellstruktur. In dieser Struktur (vgl. Bild 2.46) er-
Offnen die verschiedenartigen Positionen der Metallionen und die vielfdltigen Varianten ihrer
Besetzung die Moglichkeit ferrimagnetischer Ordnungen. Entsprechende magnetische Werkstoffe



4.5. Magnetische Eigenschaften von Kristallen 341

haben als Ferrite in der Hochfrequenztechnik eine groBe praktische Bedeutung erlangt; sie ver-
einen eine hohe magnetische Suszeptibilitdt mit einem hohen elektrischen Widerstand (im Gegen-
satz zu den metallischen Ferromagneten, die elektrisch leitend sind).

Neben den parallelen und antiparallelen Spinordnungen sind an den verschiedenen Stoffsyste-
men mit paramagnetischen Atomen insbesondere bei tiefen Temperaturen noch andere Spinord-
nungen gefunden worden. So gibt es magnetische Phasen mit zueinander verkippten Anordnun-
gen der Spins; des weiteren gibt es Spinordnungen, bei denen die Orientierung der Spins von
einem Atom zum ndchsten um einen bestimmten Winkel gedreht ist — in gewisser Analogie zu
den cholesterischen Phasen fliissiger Kristalle (Abschn. 3.1.4.). Es kann vorkommen, dass die
Periodizitit solcher Spinordnungen nicht mit der der Kristallstruktur iibereinstimmt und auch in
keinem rationalen Verhéltnis zu ihr steht; man spricht dann von einer inkommensurablen Phase
(dieser Begriff ist nicht nur auf Spinordnungen beschrinkt).

4.5.3. Symmetrie von Magnetika, Antisymmetrie, Farbsymmetrie

Betrachten wir die Struktur des MnO (Bild 4.55) noch einmal im Hinblick auf ihre Symmetrie:
Wie NaCl gehért MnO zur kubischen Kristallklasse 72 3 m bzw. zur Raumgruppe Fm 3 m. Damit
wird die Symmetrie der Anordnung der Atome oder Ionen bzw. auch die Symmetrie der Elektro-
nendichte beschrieben. Die Symmetrie der Spinordnung im antiferromagnetischen Zustand bleibt
dabei unberiicksichtigt. Untersuchen wir, welche Symmetrieoperationen und -elemente der NaCl-
Struktur auch noch auf die Spinordnung im MnO zutreffen, dann verbleibt schlieBlich nur eine
monokline Symmetrie. Eine solche Beschreibung der Symmetrie des antiferromagnetischen MnO
bliebe aber unbefriedigend, da so die offensichtlich sehr hohe Symmetrie der Struktur iiberhaupt
nicht zum Ausdruck kommen wiirde. Deshalb werden die bisherigen Symmetriebetrachtungen
erweitert, indem solche Symmetrieoperationen eingefiihrt werden, die nicht nur die rdumlichen
Positionen der Atome, sondern gegebenenfalls auch die Orientierung ihrer Spins zur Deckung
bringen. Bei diesem Verfahren werden einem Atom neben seinen Ortskoordinaten weitere Para-
meter zugeordnet, die die Orientierung seines Spins beschreiben, und die verallgemeinerten
Symmetrieoperationen wirken sowohl auf die Ortskoordinaten als auch auf die Orientierungs-
parameter fiir den Spin ein.

Wir wollen uns auf die Betrachtung der Symmetrie von solchen Spinordnungen beschréinken,
in denen wie beim MnO nur parallele oder antiparallele Orientierungen der Spins auftreten. Fiir
die Beschreibung dieser Orientierung geniigt dann ein Parameter, der nur zwei Werte anzuneh-
men braucht: symbolisch z. B. +1 fiir die eine Spinorientierung und —1 fiir die entgegengesetzte
Spinorientierung (der Zahlenwert 1 ist dabei vollig unerheblich). Eine verallgemeinerte Symme-
trieoperation besteht dann aus einer rdumlichen Bewegung, die — wie bisher — dquivalente Atome
mit sich zur Deckung bringt, sowie einen zusdtzlichen Operator, der den Parameter der Spinorien-
tierung entweder beldsst oder aber umkehrt. Im letzteren Fall spricht man von einer Antisymme-
trieoperation (AS-Operation). Die Aufeinanderfolge der gleichen Antisymmetrieoperationen fiihrt
auf die Antisymmetrieelemente. Die zweimalige Ausfiihrung einer Antisymmetrieoperation ergibt
dabei wieder eine Operation, die den Orientierungsparameter nicht umkehrt. Insofern gehdren zu
jedem Antisymmetrieelement sowohl Antisymmetrieoperationen, die den Orientierungsparameter
umkehren, als auch gewohnliche Symmetrieoperationen, die dies nicht tun. Die Kombination von
Antisymmetrieclementen miteinander bzw. die Kombination von Antisymmetrieelementen mit
gewohnlichen Symmetrieelementen fiihrt auf die Antisymmetriegruppen (4S-Gruppen). Die Sym-
bolisierung der Antisymmetrieelemente geschieht auf zweierlei Weise: Die Symbole der korres-
pondierenden gewohnlichen Symmetrieelemente werden entweder mit einem Beistrich versehen
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oder unterstrichen, z. B. m' oder m fiir eine Antisymmetriespiegelebene , 4' oder 4 fir eine vier-

zahlige Antisymmetriedrehachse. Es gibt auch Antisymmetrietranslationen, die eine Translation
mit Umkehr des Orientierungsparameters bedingen.

Bei einer graphischen Darstellung kann die Antisymmetrie durch zwei verschiedene Farben
zum Ausdruck gebracht werden, und da es am naheliegendsten war, die ,,Farben* Schwarz und
Weill zu verwenden, bezeichnet man die AS-Gruppen auch als Schwarz-Weif3-Gruppen. Diese
Darstellung ist von A. V. SCHUBNIKOV eingefiihrt worden, weswegen die AS-Gruppen auch als
SCHUBNIKOV-Gruppen bezeichnet werden [4.14]. Bei einer Schwarz-Wei-Darstellung des anti-
ferromagnetischen MnO (Bild 4.55) hitte man alle Mn-Ionen der einen Spinorientierung weil,
alle Mn-Ionen der entgegengesetzten Spinorientierung schwarz darzustellen; da das magnetische
Moment der O-Ionen null ist, ist deren Farbqualitit nicht relevant (,,grau‘).

Die systematische Untersuchung fiihrt auf insgesamt 1421 Antisymmetrieraumgruppen
(Schwarz-Wei-Raumgruppen) fiir die magnetischen Strukturen; hierzu z&hlen 1191 AS-
Raumgruppen, die durch Verteilungen weiBler und schwarzer Punkte darzustellen sind, und 230
Raumgruppen, in denen die Spins alle in der gleichen Richtung orientiert sind, die also mit einer
Farbe auskommen und gar keine echten AS-Operationen enthalten; sie entsprechen genau den 230
gewohnlichen Raumgruppen. AuBlerdem fiihrt die Kombination von Antisymmetrieelementen
aber noch auf weitere Gruppen, die schwarze und weille Gitterpunkte aufeinander abbilden: Die
Gitterpunkte sind gewissermaflen ,,grau®, ihnen kann kein Moment mit einer Orientierung zuge-
ordnet werden; es gibt insgesamt 230 ,,graue” Raumgruppen , die wiederum genau den gewohnli-
chen Raumgruppen entsprechen. Addiert man sie zu den 1421 ,,magnetischen* AS-Raumgruppen,
so kommt man auf insgesamt 1651 Antisymmetrieraumgruppen (BELOW et al. [4.14]), die von
V. A. KOPCIK tabuliert worden sind.

Bild 4.58. Die antisymmetrischen tetragonalen Dipyramiden, Seitenansicht und Draufsicht.
4/m Einfarbig; 4'/m, 4/m’ und 4'/m' zweifarbig; 4/m x 1’ grau.

Die zweifarbigen AS-Raumgruppen sind 22 zweifarbigen Translationsgittern zuzuordnen (AS-
BravaAIs-Gitter); hinzu kommen die 14 einfarbigen und noch 14 ,,graue“ Translationsgitter. Das
ergibt dann 36 ,magnetische” AS-BRAVAIS-Gitter und 50 AS-BRAVAIS-Gitter insgesamt. Den
AS-Raumgruppen sind ferner die AS-Punktgruppen oder ,, magnetischen* Kristallklassen an die
Seite zu stellen, die die makroskopische Symmetrie antisymmetrischer Strukturen zum Ausdruck
bringen. Analog den ,normalen” Punktgruppen lassen sich auch die AS-Punktgruppen durch
Polyeder représentieren, und zwar durch zweifarbige (schwarz-weile) Polyeder. Als Beispiel
zeigt Bild 4.58 die zweifarbigen Polyeder, die sich aus der Punktgruppe 4/m, reprisentiert durch
eine tetragonale Dipyramide, ableiten lassen. Insgesamt gibt es 58 AS-Punktgruppen, die durch
zweifarbige Polyeder darzustellen sind. Hinzu kommen die 32 einfarbigen Punktgruppen, so dass
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es zusammen 90 ,magnetische” Kristallklassen gibt. Entsprechend gibt es auch wieder 32
»graue Punktgruppen; die Gesamtanzahl der AS-Punktgruppen betrigt damit 122.

Die AS-Gruppen sind nicht nur zur Beschreibung der Symmetrie von Anordnungen magnetischer
Momente geeignet, sondern kdnnen auch herangezogen werden, um die Symmetrie von anderen
Eigenschaften zu erfassen, sofern die betreffende Eigenschaft zwei Werte annehmen kann, die im
Zusammenhang mit den rdumlichen Symmetrieoperationen wechseln. Ein Beispiel sind die Anord-
nungen elektrischer Dipolmomente entgegengesetzter Richtung (Antiferroelektrika).

Es ist jedoch zu beachten, dass bei derartigen Betrachtungen ,,axiale* und ,,polare” Eigenschaf-
ten unterschieden werden miissen. So werden beispielsweise die elektrische Feldstirke E, die
elektrische Polarisation P und die dielektrische Verschiebung D durch polare Vektoren dargestellt.
Ein polarer Vektor ist (entsprechend dem gewdhnlichen Vektorbegriff) durch Betrag und Rich-
tung gekennzeichnet. Bei der magnetischen Feldstirke H, der Magnetisierung M und der magne-
tischen Induktion B handelt es sich hingegen um axiale Vektoren (Pseudovektoren). Ein axialer
Vektor hat neben seinem Betrag nur eine Achse und einen Drehsinn (Bild 4.59); erst durch die
Konvention einer Rechtsschraube in einem rechtshandigen Koordinatensystem wird ihm, gewis-
sermaflen kiinstlich, eine Richtung zugeordnet.
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H Bild 4.59. Spiegelung von Vektoren.
a) b) a) Polarer Vektor; b) axialer Vektor.

Beide Vektortypen unterscheiden sich durch ihre Symmetrie und ihr Transformationsverhalten.
Ein polarer Vektor hat (fiir sich allein) die Symmetrie der kontinuierlichen Punktgruppe oom (vgl.
Bild 4.2 und Tab. 4.4); er kehrt bei einer Spiegelung an einer zu ihm senkrechten Spiegelebene
seine Richtung (sein Vorzeichen) um und ist gegeniiber einer Spiegelung an einer parallelen
Spiegelebene invariant. Bei einer Inversion des Koordinatensystems (Transformation der Basis-
vektoren e =—e,; €, =—e,; €; =—e, ) wechseln die Komponenten eines polaren Vektors ihr Vor-

zeichen. Ein axialer Vektor hat die Symmetrie der Punktgruppe oo/m; er bleibt bei einer Spiege-
lung an einer senkrechten Spiegelebene invariant und kehrt bei einer Spiegelung an einer
parallelen Spiegelebene seinen Drehsinn um. Bei einer Inversion des Koordinatensystems bleiben
die Vorzeichen der Komponenten eines axialen Vektors unverdndert. Die Spiegelung eines axia-
len Vektors hat man anschaulich so vorzunehmen, dass man den darstellenden Vektorpfeil spie-
gelt und gleichzeitig umkehrt (vgl. Bild 4.59). Entsprechendes gilt fiir alle (rdumlichen) Symme-
trieoperationen, die durch eine Matrix mit der Determinanten — 1 (vgl. Abschn. 1.5.4.) dargestellt
werden (also Inversion und Drehinversion). Daraus folgt, dass bei der Beschreibung von Spinord-
nungen mittels Antisymmetriegruppen die Operation einer gewdhnlichen Spiegelung den den
Spin darstellenden Vektorpfeil zusétzlich noch umkehrt, eine AS-Spiegelung ihn belésst. Diese
Zusammenhénge sind bei DONNAY et al. [4.15] ausfiihrlich dargestellt. Die Symmetriegruppen
von komplizierteren, nichtkollinearen Spinordnungen, die iiber das Konzept der Antisymmetrie
hinausgehen, werden von K17z [4.16] behandelt.
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Bei der Beschreibung anisotroper kristallphysikalischer Eigenschaften durch Tensoren hat man
generell zwischen polaren und axialen Tensoren (Pseudotensoren) zu unterscheiden. Hierfiir gibt es
folgende Definitionen: Ein Tensor 2. Stufe ordnet einem gegebenen Vektor einen anderen Vektor
linear zu. Ein Tensor n-ter Stufe ordnet einem gegebenen Vektor einen Tensor (n — 1)-ter Stufe linear
zu. In diesem Zusammenhang bezeichnet man einen Vektor auch als Tensor 1. Stufe und einen Skalar
als Tensor 0. Stufe. Dann verkniipft allgemein ein Tensor n-ter Stufe einen Tensor m-ter Stufe mit
einem Tensor (n—m)-ter Stufe. Ein polarer Tensor 2. Stufe verkniipft entweder zwei polare Vektoren
oder zwei axiale Vektoren miteinander. Dementsprechend sind sowohl die dielektrische Suszeptibili-
tét ¢° als auch die magnetische Suszeptibilitit " beides polare Tensoren 2. Stufe. Bei einer Inversion
des Koordinatensystems bleiben die Vorzeichen der Komponenten eines polaren Tensors 2. Stufe
ungeédndert. Ein axialer Tensor 2. Stufe verkniipft einen polaren mit einem axialen Vektor (oder um-
gekehrt); bei einer Inversion des Koordinatensystems kehren sich die Vorzeichen seiner Komponen-
ten um. Allgemein verkniipft ein polarer Tensor (n-ter Stufe) entweder zwei polare oder zwei axiale
Tensoren (also zwei Tensoren gleichen Typs). Ein axialer Tensor (n-ter Stufe) verkniipft zwei Tenso-
ren gemischten Typs. Polare Tensoren ungeradzahliger Stufe kehren bei einer Inversion des Koordi-
natensystems die Vorzeichen ihrer Komponenten um, polare Tensoren geradzahliger Stufe nicht.
Axiale Tensoren (Pseudotensoren) geradzahliger Stufe kehren bei einer Inversion des Koordinaten-
systems die Vorzeichen ihrer Komponenten um, axiale Tensoren ungeradzahliger Stufe nicht. Dem-
entsprechend behélt eine skalare Eigenschaft (z. B. der thermische Volumenausdehnungskoeffizient
— Abschn. 4.2.1.) als ,,polarer Tensor 0. Stufe* bei einer Inversion des Koordinatensystems ihr Vor-
zeichen bei. Auflerdem gibt es pseudoskalare Eigenschaften (z. B. das Drehvermdgen p einer optisch
aktiven isotropen Fliissigkeit — Abschn. 4.4.2.), die als ,,axialer Tensor 0. Stufe” bei einer Inversion
des Koordinatensystems ihr Vorzeichen umkehren.

Das Konzept der kristallographischen Symmetriegruppen ist noch iiber die AS-Gruppen hi-
naus verallgemeinert worden (vgl. NIGGLI und WONDRATSCHEK [4.17], BoHM [4.18]). Betrachtet
man die Transformation einer zusétzlichen Eigenschaft, die mehr als zweier diskreter Werte fihig
ist (z. B. die Orientierung von Spins in beliebigen Richtungen), so gelangt man zu den Farbgrup-
pen. Die Farbgruppen werden graphisch unter Verwendung von mehr als zwei Farben dargestellt
(ausfiihrlich behandelt von A. L. LOEB sowie A. M. ZAMORZAEYV et al.), wobei jede Farbe einen
bestimmten Wert der betrachteten Eigenschaft reprisentiert. SchlieBlich kann man auch mehrere
Eigenschaften gleichzeitig betrachten und gelangt so zu den ,mehrfachen Symmetriegrup-
pen* (,,mehrfache AS-Gruppen® etc.), die z. B. auch dafiir geeignet sind, das Transformationsver-
halten von tensoriellen Eigenschaften zu beschreiben (A. M. ZAMORZAEV).

Man kann eine zusitzliche Eigenschaft nicht nur durch eine Farbe, sondern auch algebraisch
durch eine zusétzliche Koordinate beschreiben, indem man die Dimension des Transformations-
raumes (algebraisch) entsprechend erweitert. Auf diese Weise gelangt man zu mehrdimensionalen
(d. h. mehr als dreidimensionalen) Symmetriegruppen. Man kann algebraisch auch Gitter in belie-
big vielen Dimensionen definieren und deren Symmetrieeigenschaften (gleichfalls auf algebra-
ische Weise) studieren, was als ,,n-dimensionale Kristallographie* bezeichnet wird (WONDRAT-
SCHEK et al. [4.19], H. BROWN et al., R. L. E. SCHWARZENBERGER). Es gibt 227 vierdimensionale
kristallographische Punktgruppen (,,Kristallklassen*), 64 vierdimensionale Translationsgruppen
(,,BRAVAIS-Gitter*) und 4783 vierdimensionale Raumgruppen. Ubrigens kennt man schon seit
langem geometrisch-anschaulich die 17 zweidimensionalen Raumgruppen (Ebenengruppen) und
10 zweidimensionale kristallographische Punktgruppen (vgl. Tab. 1.8). Die 17 Ebenengruppen
beschreiben z. B. die Symmetrie von periodischen Ornamenten und von Tapetenmustern. Zu den
verallgemeinerten Symmetriegruppen sei auf die weiterfiihrende Literatur zum Abschn. 1. (Grup-
pentheorie und Symmetriegruppen) hingewiesen.
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4.6. Mechanische Eigenschaften von Kristallen

Wird ein Kristall durch mechanische Spannungen, wie Druck oder Zug, beansprucht, so erleidet
er Formdnderungen, bzw. er erfahrt eine Deformation. Soweit diese Formédnderungen reversibel
sind, d. h. wieder verschwinden, wenn die Beanspruchung aufhort, sprechen wir von einer elasti-
schen Deformation oder elastischen Verzerrung. Formidnderungen, die nach der Beanspruchung
verbleiben, werden als plastische Deformation bezeichnet.

Legt man beispielsweise an einen stabformigen kristallinen Probekorper der Lénge / eine Zug-
spannung o (Kraft pro Fliache des Stabquerschnitts) an, so beobachtet man eine Lingenidnderung
(Dilatation) Al. Verfolgt man die betreffende Dehnung ¢ = Al// in Abhéngigkeit von der Span-
nung o (Bild 4.60), so stellt man bei kleinen Spannungen einen (annidhernd) linearen Zusammen-
hang fest (HOOKEscher Bereich). Die Dehnung ¢ ist in diesem Bereich elastischer Natur; d. h.,
wenn die Spannung ¢ abgesetzt wird, geht auch ¢ auf null zurtick. Mit zunehmender Spannung o
biegt die Kurve vom linearen Verlauf ab, und es treten in zunehmendem Maf@e plastische Beitrdge
zur Deformation in Erscheinung: Bei einer Entlastung geht ¢ nicht mehr auf null zurtick, und es
zeigt sich eine Hysterese. Da der Beginn der plastischen Deformation nicht prézise zu erfassen ist,
definiert man als Elastizititsgrenze (auch: Anelastizititsgrenze) oy, diejenige Spannung, die
(nach der Entlastung) eine bleibende Verformung von 0,2 % hervorruft. Meistens setzt wenig
oberhalb von o, eine stirkere plastische Deformation ein, wofiir man die Bezeichnung Streck-
grenze verwendet. Die Spannung o,,,x am Maximum der Kurve bezeichnet die Zerreififestigkeit
der Probe. Die Kurve im Bild 4.60 ist typisch fiir ein metallisches Werkstiick. Bei anderen Werk-
stoffen kann es bereits nach einem kurzen elastischen Anstieg zu einem Bruch kommen, ohne
dass eine nennenswerte plastische Deformation zu beobachten ist (Sprodbruch).
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Il Bild 4.60. Zerreifidiagramm (Abhdngigkeit der Dehnung € von einer
02% £ mechanischen Spannung o).

4.6.1. Elastizitit

Eine elastische Deformation ist (in erster Néherung) proportional zur mechanischen Spannung.
Wird, wie oben ausgefiihrt, ein Stab der Lange / durch eine Zugspannung ¢ in Richtung der Stab-
achse belastet, so erfahrt er eine Langendnderung (Dilatation) A/, und fiir die elastische Dehnung
€ = Al/l gilt das HOOKEsche Gesetz:

e=Al/ll=sooderoc=E Al/ll=E¢

mit s=1/F; s ist der Elastizitdtskoeffizient und E der Elastizitdtsmodul (YOUNGscher Modul).

Bei Kristallen sind die elastischen Eigenschaften anisotrop, und die Elastizitédtsmoduln sind von der
Richtung abhéngig, in der der Probestab aus dem Kristall herausgeschnitten wurde. Tragt man auf be-
stimmten Kristallflichen den Betrag des Elastizitdtsmoduls in Richtung des jeweiligen Radiusvektors
ab, so erhdlt man Figuren entsprechend Bild 4.61, die die Symmetrie der betreffenden Kristallflichen
widerspiegeln. Erginzt man diese Figuren fiir alle Richtungen im Kristall auf drei Dimensionen, so
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kommt man auf ,,Elastizitdtsmodulkorper (Bild 4.62), die gleichfalls der Symmetrie des Kristalls fol-
gen. Es sind Fliachen 4. Grades, die auch im kubischen Kristallsystem von der Kugelgestalt abweichen
— im Gegensatz zu den Flichen 2. Grades (Ellipsoide), welche die Eigenschaftstensoren 2. Stufe dar-
stellen und im kubischen Kristallsystem kugelformig sind, d. h. auf ein isotropes Verhalten flihren.
Bemerkenswert ist der Umstand, dass die Modulkdrper trotz gleichen Strukturtyps sehr verschieden-
artig geformt sein kénnen (vgl. Au gegeniiber Al oder Mg gegeniiber Zn): Die elastischen Eigen-
schaften reagieren empfindlich auf Unterschiede der in einem Kiristall wirkenden Bindungskrifte.
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Bild 4.61. Elastizititsfiguren auf Flichen einiger Kristallarten.

a) Auf (100) von Fluorit (Klasse m 3 m); b) auf (111) von Fluorit; ¢) auf (100) von Chromalaun (Klasse m 3 );
d) auf (010) von Baryt (Klasse mmm); e) auf (1120 ) von Calcit (Klasse 3 m).

Bild 4.62. Elastizititsmodulkérper.

a) Von Gold; b) von Aluminium; c¢) von Magnesium; d) von Zink.
Die abgebildeten Korper haben bei a) und b) (Klasse m 3 m) die Symmetrie eines Wiirfels, bei c) und d)

(Klasse 6/mmm) sind sie rotationssymmetrisch.

Fiir eine umfassende phénomenologische Beschreibung der elastischen Eigenschaften eines Kris-
talls als eines anisotropen Korpers ist sein Spannungszustand zu seinem Deformationszustand in Be-
ziehung zu setzen. Der Spannungszustand wird durch den (im Abschn. 4.3.3. eingefiihrten) Span-
nungstensor ¢ mit den Komponenten o; beschrieben. Der Deformationszustand wird durch den (im
Abschn. 4.2.1. eingefiihrten) Deformationstensor (Verzerrungstensor) &€ mit den Komponenten g;
beschrieben. Ein linearer Ansatz, der jede Komponente o; mit jeder Komponente &; in Beziehung
setzt, hat dann die Form:

& = Zsij,do-k, bzw. symbolisch g=s:0o
k.l

bzw. Likl1=1,2,3

o, = ZC,,jk]gk, bzw. symbolisch o =c:g
k.l
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als gleichberechtigte kristallphysikalische Formulierungen des Hookeschen Gesetzes. Die sjq be-
zeichnet man als elastische Koeffizienten (auch: Elastizititskoeffizienten, elastische Nachgiebigkeiten
oder elastische Moduln), die c;; als elastische Konstanten (auch: Elastizititsmoduln). Beide stellen
(polare) Tensoren 4. Stufe dar, die zueinander reziprok sind. Aus der Symmetrie des Defor-
mationstensors ¢; = g folgt s,y = s, Aus der Symmetrie des Spannungstensors oy, = oy folgt s = Syu.
d. h., sowohl die vorderen als auch die hinteren Indizes sind vertauschbar. Durch eine Betrachtung der
Deformationsenergie ldsst sich auBerdem zeigen, dass auch s, = sy; gelten muss, d. h., das vordere
Indexpaar ist mit dem hinteren vertauschbar. Zwischen den c;;, gelten die gleichen Beziehungen. Zu-
folge dieser inneren Symmetrien der Elastizititstensoren kénnen von den 3* = 81 Komponenten nur
deren 21 unabhéngig sein. Im allgemeinen Fall eines triklinen Kristalls werden dessen elastische
Eigenschaften also durch 21 Materialkonstanten beschrieben, die gegebenenfalls jede fiir sich bestimmt
werden miissen, was u. U. flir eine Messung aller Konstanten eine geeignete Strategie erfordert (vgl.
z. B. S. Haussiihl). In den einzelnen Kristallklassen wird gegebenenfalls durch die duflere Symmetrie
(Neumannsches Prinzip) die Menge der unabhéngigen Tensorkomponenten reduziert, nach deren Art
und Anzahl (,,Gestalt* des Tensors) man zehn Typen des elastischen Verhaltens fester Kérper unter-
scheiden kann (vgl. Tab. 4.13). Hierbei sind die isotropen Kdrper und Texturen (kontinuierliche Punkt-
gruppen) mit einbezogen.

Tabelle 4.13. Typen des elastischen Verhaltens fester Korper.

Kristallsystem | Tri- Mono- |Rhom- | Trigonal Tetragonal Hexa- |Ku- Isotrop
klin klin bisch gonal bisch
Kristallklasse | alle alle alle 3 32 4 4mm alle alle **)
Klas- |Klas- Klas- 3 |3m 4 42m Klas- Klas-
sen sen sen 3Im 4/m 1422 sen*) sen
4/mmm
Unabhéngige |21 13 9 7 6 7 6 5 3 2
Komponen-
ten')

*) Sowie die ,,wirteligen* kontinuierlichen Punktgruppen co; co/m; 002; com; oco/mm;
**) kontinuierliche Punktgruppen 2c0 und m 0 (vgl. Bild 4.2). ') Bei den Typen mit gleicher Anzahl unabhéngiger

Tensorkomponenten unterscheiden sich diese durch ihre Indizes.

Die Matrixschreibweise (vgl. in Abschn. 4.3.3!) kann auch hier vereinfachend benutzt werden,
um auf Grund der Symmetrien der verschiedenen Tensorkomponenten vertauschbare Indexpaare
zu je einem Index x oder v zusammenzufassen. Die Spannungen ¢, und die Dehnungen ¢, (mit 2,
v=1,...,6) erhilt man wie in Abschn. 4.3.3 (S. 270) und die c,, sowie s,, nach folgenden Sche-
mata:

Chg =Cyy Wit pu=i(=j)=1,2,3 fir i=j,
u=9-@G +j)=4,56 fir i=#j,
vek(=D)=1,2,3 fir k=1,
v=9—(k + )=4,5,6 fir k=l

S =58,(2-0,) (2-6,) mity, v wiebeidenc
5

0,

ij°

uv?
o,=1 fir i=j bzw. k=|,
6,=0 fir i#j bzw. k=l



348 4. Kristallphysik

Beispielsweise gelten S21 = 822115 S25 = 2S2213; Sea = 4S1223 etc.
Damit erhilt das HOOKEsche Gesetz die einfache Form:

o, =ZCW£V bzw. ¢, ZZSWGV
v v

mit ¢, = ¢,, sowie s, =s,,. Die c,, bzw. s, konnen in Form von 6 x 6-Matrizen geschrieben
werden, die zueinander invers sind:

sc=1

mit der Einheitsmatrix  (zur Berechnung einer inversen Matrix vgl. S. 258). Auch hier handelt es
sich nicht mehr um Tensoren, sondern nur um Matrizen.

Die elastischen Eigenschaften isotroper Kérper werden iiblicherweise (vgl. Lehrbiicher der
Physik) durch den Elastizitdtsmodul E = 1/sy,, den Torsionsmodul G =1/2 (s;1—s1,) und das
POISSON-Verhdltnis v = —s,/s;, beschrieben. Nur zwei dieser GréBen sind unabhingig, und es
gilt (bei isotropen Korpern)

2G=E/1+v).

Diese Beziehung gilt im allgemeinen nicht fiir Kristalle, auch nicht fiir die kubischen.

Erwéhnt sei, dass es auch nichtlineare elastische Phidnomene gibt, die auf geringen Abwei-
chungen vom HOOKEschen Gesetz beruhen. Sie fiihren u. a. zur Generation von Harmonischen
bei der Ausbreitung von Schallwellen.

SchlieBlich sei noch das Phdnomen der Superelastizitiit angefiihrt: Gewisse kristalline Korper kon-
nen eine anomal grofle, reversible Deformation dadurch erfahren, dass ihre Struktur der Forménde-
rung durch eine martensitische Umwandlung (S. 240) folgt — analog der im néchsten Abschnitt zu
behandelnden plastischen Zwillingsgleitung. Bei Wegnahme der mechanischen Spannung gehen die
martensitische Umwandlung und die damit verbundene Deformation wieder zuriick, bei der Zwil-
lingsgleitung jedoch nicht. Auf demselben Mechanismus beruht das sog. Formgeddichtnis gewisser
Werkstoffe: Die Deformation wird hier gleichfalls durch eine martensitische Umwandlung bewirkt,
die aber nach Wegnahme der Spannung zunéchst bestehen bleibt; erst nach einer Erhohung der Tem-
peratur erfolgen die riickldufige martensitische Reaktion und die Riickkehr in die alte Form. Die
Superelastizitit ist daher als eine reversible Plastizitit anzusprechen.

4.6.2. Plastizit:it

Die Plastizitdt der Kristalle, die zu ihrer bleibenden Verformung fiihrt, spielt in Natur und Tech-
nik eine grofe Rolle. Beispielsweise wird die Bewegung der Gletscher durch die Plastizitit der
Eiskristalle verstidndlich. Metalle werden im kristallisierten Zustand verformt, zu Dréhten gezogen,
zu Folien, Blechen und Rohren gewalzt usw. Die Grundvorgédnge der plastischen Deformation
sind durch systematische Untersuchungen an Einkristallen erschlossen worden. Bild 4.63 zeigt
einige Einkristallstdbe, die durch eine Zugspannung plastisch deformiert (gestreckt) worden sind.
Die Deformation ist durch ein ,,Abgleiten” entlang bestimmter Gitterebenen (Gleitebenen) in
einer bestimmten Richtung (Gleitrichtung) erfolgt, wie es das Modell im Bild 4.64 verdeutlicht.
Es ist wesentlich, dass der gittermédBige Zusammenhang des Kristalls bei einer Gleitung erhalten
bleibt, von untergeordneten, kleineren Stérungen einmal abgesehen. Bei fortgesetzter Streckung
drehen die Gleitebene und die Gleitrichtung allméhlich in Richtung auf die Stabachse (Zugrich-
tung), der Stab wird diinner und sein urspriinglich kreisférmiger Querschnitt elliptisch.
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Bild 4.63. Einkristallstibe von Metallen, verformt im Zugversuch.
a) B-Zinn; b) Wismut; c) Zink

b}
Bild 4.64. Modell der mechanischen Gleitung durch Translation.

d)

a) und c) schrige Draufsicht; b) und d) Seitenansicht; a) und b) vor, ¢) und d) nach der Gleitung. Die Translations-
richtung ist durch einen Pfeil angegeben. Man beachte das Einkippen der Gleitrichtung in die Zugrichtung (Richtung
der Stabachse).
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Tabelle 4.14. Gleitsysteme einiger Kristallarten.

Kristallart Kristallklasse Struktur Gleitsystem'

Al Cu, Ag, Au, | m3m kubisch dichteste Kugel- | (111) [101]

y-Fe packung

W, Mo, a-Fe m3m kubisch innenzentrierte (112) [111]
Kugelpackung (110) [111]

Mg, Zn, Cd, Be, | 6/mmm hexagonal dichteste Ku- (0001) [10.0]

Re gelpackung

(0111) [10.0]
(0110) [10.0]

Halit NaCl m3m NaCl-Strukturtyp (110) [110]
(100) [011]

Bleiglanz PbS m3m NaCl-Strukturtyp (100) [010]

Anhydrit CaSO, | mmm (001) [010]

Gips 2/m (010) [001]

CaSO, - 2H,0

Cyanit ALSIOs | T (100) [001]

") Es ist nur jeweils eines der symmetrisch dquivalenten Gleitsysteme angegeben.

Gleitebene und -richtung bilden zusammen das Gleitsystem. Meistens handelt es sich bei den
Gleitflichen um relativ dicht besetzte Netzebenen und bei den Gleitrichtungen um dichtbesetzte
Gittergeraden (Tab. 4.14). Bei manchen Kristallarten kommen verschiedenartige Gleitsysteme vor,
auBlerdem gibt es, zumindest bei den hohersymmetrischen Kristallklassen, zu einem bestimmten
Gleitsystem meistens noch eine Reihe symmetrisch dquivalenter Gleitsysteme. Welches der
potentiellen Gleitsysteme betétigt wird, hdngt davon ab, fiir welches Gleitsystem sich in der je-
weiligen Anordnung die grofite Schubspannung (Scherspannung) ergibt; denn es handelt sich bei
der Gleitung um eine reine Scherbewegung. Aus einfachen geometrischen Zusammenhéngen
folgt fiir die im Gleitsystem wirksame Schubspannung z:

T=0COSY COSA = Lo

mit ¢ als der in Stabrichtung angelegten Zugspannung (bzw. auch als gerichteter Druck), ¢ als
Winkel zwischen der Stabachse und der Normalen der Gleitebene und 4 als Winkel zwischen der
Stabachse und der Gleitrichtung. Die Grofe i = cosp cosd bezeichnet man als Orientierungsfak-
tor. Die Schubspannung 7 kann nur einen maximalen Wert z,,,, = 0,5 ¢ erreichen, ndmlich bei ¢ =
A =45° Wie bereits erwihnt, drehen Gleitebene und -richtung bei fortgesetzter Gleitung in Rich-
tung auf die Stabachse, so dass spétestens von dem Moment an, da 7,,,, erreicht wurde, der Orien-
tierungsfaktor fiir das betreffende Gleitsystem immer kleiner und damit ungiinstiger wird.
SchlieBlich wird der Punkt erreicht, an dem auf ein anderes Gleitsystem eine groBere Schubspan-
nung als auf das zuerst betétigte entfillt, so dass dann jenes betétigt wird (Quergleitung ).

Bei einer experimentellen Untersuchung des Gleitvorgangs wird ein Einkristallstab in einer ent-
sprechenden Apparatur mit konstanter Geschwindigkeit gedehnt (in die Linge gezogen) und die
dafiir notwendige Spannung o gemessen. Diese Dehnungsspannung wird auf die im Gleitsystem
wirkende Schubspannung 7 umgerechnet, die in Abhédngigkeit von der jeweiligen Abgleitung a gra-
phisch aufgetragen wird (Bild 4.65). Die Abgleitung ist der Quotient aus der Gleitstrecke s (gemes-
sen in der Gleitrichtung) und der Dicke /4 des betrachteten, der Gleitung unterworfenen Kristallbe-
reichs (gemessen senkrecht zur Gleitebene): a = s/h. Die so gewonnene Gleitkurve oder
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Verfestigungskurve hat vor allem bei reinen Kristallen einen charakteristischen Verlauf: Nach einem
kurzen elastischen Anstieg beginnt mit dem Erreichen einer gewissen kritischen Schubspannung t,
der Gleitvorgang. Die Abgleitung schreitet im Bereich I der Gleitkurve fort, ohne dass sich die no-
tige Schubspannung wesentlich erhoht; dann schlief8t sich ein Bereich II an, in dem die Schubspan-
nung 7 linear mit der Abgleitung a steigt und gegeniiber der kritischen Schubspannung den mehrfa-
chen Wert erreichen kann (Verfestigung). Die Steigung der Gleitkurve ¢ = dv/da ist der
Verfestigungskoeffizient. SchlieBlich biegt die Gleitkurve im Bereich Il wieder vom linearen Ver-
lauf ab, bevor es zum Zerreilen der Probe kommt. Neben der Gleitkurve wird auch eine sog. Kriech-
kurve aufgenommen, bei der die Probe mit einer konstanten Spannung belastet und die Abgleitung
in Abhéngigkeit von der Zeit verfolgt wird.

't" Jig

%1, Bild 4.65. Gleitkurve (schematisch).
a a Abgleitung; T Schubspannung; T, kritische Schubspannung.

Vergleicht man die so gewonnenen Daten mit theoretisch zu erwartenden Werten, die sich aus
der Annahme ergeben wiirden, dass die als Gleitebene fungierenden Gitterebenen einfach als
Ganzes iibereinander hinweggleiten (wie es im Bild 4.63 angedeutet ist), so zeigt sich eine mar-
kante Diskrepanz: Zu erwarten wiren kritische Schubspannungen in der GroBenordnung von
10° N/m’, gemessen werden hingegen Werte in der GroBenordnung von nur 10° N/m’! Das einfa-
che Modell des Ubereinandergleitens kompletter Gitterebenen kann also keinesfalls zutreffen,
auflerdem vermag es auch nicht das Verfestigungsverhalten zu erklaren.

Der tatsdchliche Verformungsmechanismus besteht in einer Bewegung von Versetzungen
(s. Abschn. 3.1.2.) entlang den Gleitebenen. Die Bildserie 4.66 zeigt schematisch die Bewegung
einer Stufenversetzung (vgl. Bild 3.6) durch einen Gitterblock. Im Ergebnis dieser Bewegung ist
der obere Teil des Gitterblocks gegeniiber dem unteren um den BURGERS-Vektor verschoben
worden, und an der Oberfléche ist nach diesem Vorgang eine entsprechende Gleitstufe entstanden.
Die im Bild 4.63 sichtbaren Stufen sind allerdings viel grober und das Ergebnis einer Bewegung
von sehr vielen einzelnen Versetzungen entlang einer bzw. mehreren benachbarten Gitterebenen.
Analysiert man die Bewegungsmdglichkeiten der verschiedenen Versetzungstypen genauer, so
findet man, dass ein Gleiten von Versetzungen (mit Ausnahme von Schraubenversetzungen) je-
weils nur in der Ebene mdglich ist, die durch den BURGERS-Vektor und die Versetzungslinie auf-
gespannt wird; die so definierte Gleitebene einer Versetzung muss also mit der Gleitebene des
Verformungsvorgangs iibereinstimmen. Bewegungen von Versetzungen auflerhalb ihrer Gleit-
ebene werden als Klettern bezeichnet. Das Klettern ist mit einer Erzeugung von Punktdefekten
verbunden und energetisch ungiinstiger als das Gleiten. Unabhéngig von den Vorgéngen der plas-
tischen Verformung gibt es auch ein sog. passives Klettern von Versetzungen, bei welchem sich
iiberschiissige Punktdefekte an den Versetzungen ausscheiden. Lediglich Schraubenversetzungen,
bei welchen BURGERS-Vektor und Versetzungslinie parallel sind, kdnnen in jeder Richtung glei-
ten, doch gibt es auch fiir Schraubenversetzungen bevorzugte Gleitebenen, in denen die kritische
Schubspannung am kleinsten ist.
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Bild 4.66. Abgleiten eines Gitterblocks durch Bewegung einer Stufenversetzung (schematisch,).

Bei der Diskussion des Verformungsmechanismus durch die Bewegung von Versetzungen
stoft man auf den Umstand, dass die Dichte der normalerweise in einem Kristall enthaltenen Ver-
setzungen (10°...10%cm?) nicht ausreichend ist, um die beobachteten Verformungen zu erkléren.
Gleichzeitig mit der Bewegung der Versetzungen miissen bei einer Verformung auch noch Pro-
zesse stattfinden, die fiir eine Vermehrfachung der Versetzungsdichte sorgen (Versetzungsmulti-
plikation). Fiir diese Multiplikation sind verschiedene Modelle, sog. Versetzungsquellen, vorge-
schlagen und in einzelnen Féllen auch nachgewiesen worden. Namentlich erwéhnt sei hier nur die
FRANK-READ-Quelle, von welcher ringformige Versetzungslinien (Versetzungsschleifen, engl.
dislocation loops) ausgesandt werden, die sich ausdehnend die Gleitebene {iberstreichen. Starkere
Verformungen geschehen meist nach dem Mechanismus des mehrfachen Quergleitens (engl. mul-
tiple cross glide) von Versetzungen: Eine mehr oder weniger geradlinige Versetzung stof3t bei
ihrer Gleitbewegung auf ein Hindernis, das einen kurzen Abschnitt der Versetzungslinie festhilt,
wihrend die {librigen Teile der Versetzungslinie weitere Bereiche der Gleitebene iiberstreichen;
die Versetzungslinie wird dadurch langer. SchlieBlich weicht der festgehaltene Teil durch Quer-
gleiten auf eine benachbarte parallele Gleitebene aus und {iiberstreicht dann diese Gleitebene
gleichfalls. Durch Wiederholung dieses Vorgangs wird die Gesamtlédnge der im Volumen enthal-
tenen Versetzungslinien, d. h. die Versetzungsdichte, immer grof3er. In stark verformten Kristallen
findet man Versetzungsdichten von 10'*/cm” und mehr.

Der Versetzungsmechanismus erkldrt sowohl die beobachteten Schubspannungen als auch das
Verfestigungsverhalten. Und zwar wird die Schubspannung durch den Widerstand bestimmt, der
der Gleitbewegung einer Versetzung durch das elastische Spannungsfeld der iibrigen Versetzun-
gen im Kristall entgegengesetzt wird. Im Bereich I (Bild 4.67) der leichten Verformbarkeit bewe-
gen sich — von den Versetzungsquellen ausgehend — relativ lange und gestreckte Versetzungsab-
schnitte durch den ansonsten noch ungestorten Kristall. Hierbei nimmt die Versetzungsdichte
stindig zu; wenn das ganze Volumen von Versetzungen durchsetzt ist, behindern sie sich gegen-
seitig in threr Bewegung, indem sie sich durchschneiden usw., woraus eine zunehmende Verfesti-
gung resultiert: Die Gleitkurve geht in den Bereich II (Bild 4.68) iiber. Der Bereich III (Bild 4.69)
schlieBlich wird durch Reaktionen der nunmehr sehr dicht liegenden Versetzungen gekennzeich-
net, die zu ihrer Zusammenballung fiihren.

Noch ausgeprégter ist die Zusammenballung der Versetzungen in Kristallproben, die bei Er-
miidungsversuchen einer Vielzahl von Verformungszyklen unterworfen wurden (Bild 4.70).

Ein stark verformter Kristall hat nicht nur eine grof8ere Versetzungsdichte und besondere
mechanische Eigenschaften, sondern auch einen hoheren Energieinhalt als ein unverformter
Kristall. Durch Temperbehandlungen lassen sich die Versetzungsdichte und die anderen im
Gefolge der Verformung entstandenen Defekte wieder reduzieren und die urspriinglichen
Eigenschaften wenigstens z. T. wiederherstellen; diesen Vorgang bezeichnet man als Erho-
lung. Im Gegensatz dazu wird eine Beeintrdchtigung der mechanischen Eigenschaften durch
eine langzeitige mechanische Beanspruchung und allmdhliche Speicherung der strukturellen
Defekte als Ermiidung bezeichnet.
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Bild 4.67. Versetzungsstruktur in Kupfer im Bereich I der Gleitkurve.
Verformt bei 78 K bis 7 = 1,08 MPa und a = 0,044; elektronenmikroskopische Durchstrahlungsaufnahme der
Hauptgleitebene (111) im entlasteten Zustand; b Richtung des BURGERS-Vektors (1/2)[101] (Gleitvektor).
Aufn.: ESSMANN [4.20].

Bild 4.68. Versetzungsstruktur in Kupfer im Bereich Il der Gleitkurve.

Verformt bei 78 K bis 7= 11,8 MPa und a = 0,15; elektronenmikroskopische Durchstrahlungsaufnahme der Haupt-
gleitebene (111) nach Fixierung der Versetzungsstruktur im belasteten Zustand durch Bestrahlung mit Neutronen;

b Richtung des BURGERS-Vektors (1/2)[101] (Gleitvektor). Aufn.: MUGHRABI [4.21].
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R & A
Bild 4.69. Versetzungsstruktur in Kupfer im Bereich III der Gleitkurve.

Verformt bei Raumtemperatur bis 7= 43,1 MPa und a = 0,43; elektronenmikroskopische Durchstrahlungsaufnahme
der Hauptgleitebene (111) im entlasteten Zustand; b Richtung des BURGERS-Vektors (1/2)[101] (Gleitvektor).

Aufn.: ESSMANN [4.22].
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Bild 4.70. Versetzungsstruktur in einem Nickelkristall nach einem Ermiidungsversuch.

Dehnungsamplitude & = 2, 6 - 10”; elektronenmikroskopische Durchstrahlungsaufnahme.
Aufn.: MECKE und BLOCHWITZ [4.23].
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Bei den bisher betrachteten Gleitvorgédngen erfuhren die von der Gleitung betroffenen Kristall-
bereiche eine Verschiebung um einen (oder mehrere) Translationsvektor(en) des Gitters, d. h., die
Translationssymmetrie bzw. das Gitter des Kristalls blieb (abgesehen von der Zunahme der Ver-
setzungen und anderer Defekte) im wesentlichen erhalten (Bild 4.71 a). Es gibt jedoch auch
Gleitbewegungen, bei denen der Gleitvektor keinen ganzen Gittervektor, sondern nur den Teil
eines solchen darstellt. In diesem Fall wird die Translationssymmetrie durch den Gleitvorgang
gestort, und zwischen den bei der Gleitung gegeneinander verschobenen Kristallbereichen ent-
steht ein Stapelfehler (vgl. Abschn. 3.1.3.). Auch ein solcher Gleitvorgang erfolgt durch die Be-
wegung (das Gleiten) von Versetzungen; da der Gleitvektor b (BURGERS-Vektor) jedoch nur Teil
eines Gittervektors ist, spricht man von Teilversetzungen.

i R

Bild 4.71. Bewegung der Gitterpunkte.

a) Bei mechanischer Translation; b) bei mechanischer Zwillingsbildung; b Gleitvektor.

Eine spezielle Situation tritt ein, wenn durch das Gleiten von Teilversetzungen die betroffenen
Kristallbereiche in die Position einer Zwillingsstellung geschoben werden (Zwillingsgleitung oder
mechanische Zwillingsbildung, Bild 4.71 b). Das Bild ist in der Weise zu interpretieren, dass in
jeder Gitterebene des oberen, abgeglittenen Teils eine (einmalige) Verschiebung um den Vektor b
geschehen ist: Jede Gitterebene wird von einer Teilversetzung mit dem BURGERS-Vektor b iiber-
strichen. Die mechanische Zwillingsbildung setzt also eine streng gleichméBige, homogene De-
formation voraus. UnregelméaBigkeiten, wie das Auslassen einer Gitterebene beim Gleitvorgang,
fiihren gleichfalls zu Stapelfehlern. Die mechanische Zwillingsbildung ldsst sich auch anhand
eines (makroskopischen) Scheibenmodells veranschaulichen (Bild 4.72). Sie tritt bevorzugt bei
Kristallen mit niedriger Symmetrie auf und ist vor allem am Calcit bekannt geworden.

0)
Bild 4.72. Modell der mechanischen Zwillingsbildung.
a) Vor, b) nach der Zwillingsgleitung (Schiebung).

4.6.3. Hiirte und Spaltbarkeit

Ohne Zweifel gehort die Hérte zu den praktisch wichtigsten Eigenschaften der Kristalle, doch ist es
theoretisch und experimentell schwierig, sie exakt zu erfassen. Allgemein kommt in der Hérte ein
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Widerstand zum Ausdruck, den der Kristall mechanischen Eingriffen entgegensetzt. Hierbei wirken
verschiedene anisotrope Eigenschaften, wie Elastizitét, Plastizitit, Bruchfestigkeit, Spaltbarkeit, in
komplexer Weise zusammen, und je nach der Versuchsanordnung bei der Messung werden ver-
schiedene Hartearten unterschieden. Als Ritzhdrte wird der Widerstand bezeichnet, den der Kristall
dem Ritzen entgegensetzt. Zur qualitativen Bestimmung gibt es eine von MOHS (1810) zusammen-
gestellte Skala von zehn Standardmineralen mit zunehmender Ritzhdrte (Tab. 4.15), und es wird
gepriift, von welchem dieser Standardminerale sich die Probe gerade noch ritzen ldsst. Materialien
bis zur Hérte 2 sind mit dem Fingernagel ritzbar, bis zur Hirte 5 mit dem Messer; Materialien ab
Harte 6 ritzen Fensterglas. Quantitativ wird die Ritzhdrte mit Sklerometern gemessen. Der zu unter-
suchende Kristall wird mit einer mdglichst ebenen Flache unter einer belasteten Stahl- oder Dia-
mantspitze vorbeibewegt und so eine Ritzfurche erzeugt. Als Mall werden Breite oder Tiefe der
Ritzfurche bestimmt oder das Belastungsgewicht angegeben. Diese Hartemessung ermdglicht es, die
Ritzhérte in verschiedenen Richtungen auf der Kristallfliche zu ermitteln. Trigt man die ermittelten
Werte in den entsprechenden Richtungen auf, so werden ,,Hértekurven™ gewonnen (Bild 4.73), die
die Symmetrie der betreffenden Kristallfliche widerspiegeln miissen; Richtung und Gegenrichtung
konnen dabei durchaus unterschiedliche Werte zukommen. Ein bekanntes Beispiel fiir die Anisotro-
pie der Ritzhirte bietet der Cyanit (Disthen) Al,SiOs. Auf (100) betragt parallel [001] die Mohs-
Harte 4,5, parallel [010] hingegen 6,5; auf (010) liegt sie bei 7!

Tabelle 4.15. Hirteskala von MoHS. Nach P. RAMDOHR/H. STRUNZ.

Mineral Formel Kris- Ritz- Schleif- Mittel- Geome-
tall- hirte hérte nach werte! trische
klasse nach ROSIWAL Reihe?

MOHS

Talk Mg;[(OH),|Si401] 2/m 1 0,03 1,08 1,56

Gips CaS042H,0 2/m 2 1,04 2,36 3,12

Calcit CaCO; 3Im 3 3,75 6,99 6,25

FluB3spat CaF, m3m 4 4,2 12,1 12,5

Apatit Cas[(F,C1,0H)|PO,);] 6/m 5 5,4 25,7 25,0

Feldspat KAISi;Og 2/m 6 30,8 49,5 50,0

Quarz SiO, 32 7 100 100 100

Topas Al[F,|SiO4] mmm 8 146 143 200

Korund Al,O4 3Im 9 833 342 400

Diamant C m3m |10 117000 » 800

') Mittelwerte aus acht verschiedenen Methoden der Hartemessung nach TROGER.

?) Zum Vergleich.

*) Sklerometer- und Schleifmethode ergeben 100 000, die Eindruckmethode (nach drei verschiedenen Verfahren)
jedoch nur ~850.

Eine andere Harteart ist die Schleifhdirte, die den Widerstand eines Kristalls gegen das Ab-
schleifen zum Ausdruck bringt. Zu ihrer Bestimmung wird eine gegebene Menge eines Schleif-
mittels auf eine zu untersuchende Flache gebracht und bis zur Unwirksamkeit verschliffen (Bild
4.74); als MaBl wird der erreichbare Schleifverlust angegeben. Bei der Bohrhdrte wiederum wird
die Anzahl der Umdrehungen einer Diamantschneide angegeben, die nétig ist, um aus einer Kris-
tallfliche ein Loch bestimmter Tiefe auszubohren.
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Bild 4.73. Hdrtekurven.

a) Halit NaCl (Klasse m 3 m), Spaltbarkeit
nach {100}; b) Fluorit CaF, (Klasse m 3 m),

Spaltbarkeit nach {111}; ¢) Calcit CaCOs
(Klasse 3 m), Spaltbarkeit nach {1011} .

25 — (107)
20 ——
15 ,//’ 0009
]
S e
:‘Q
% 5 Bild 4.74. Schleifverluste von Quarz in Ab-
? hiingigkeit von Schleifd d Fléich
0 5 7 75 2 5 i 30 dangigkeit von Schleifdauer und Flichen-
Schleifdauer lage.

In der Werkstoffpriifung spielen Eindruckhdrten eine wichtige Rolle. Bei der BRINELL-Hdirte
misst man die bleibende Eindruckfldche, die mit einer Kugel unter vorgegebener Belastung erzeugt
wird. Anstelle der Kugel kann als Eindruckkorper ein Kegel oder eine Pyramide (VICKERS-Hdrte)
verwendet werden. Die ROCKWELL-Hérte B bzw. C wird mit einer Stahlkugel bzw. einer Diamant-
Pyramide gemessen, wofiir das betreffende Messgerdt gemeinsam von HUGH M. ROCKWELL und
STANLEY P. ROCKWELL eingefiihrt wurde. Bei einem Mikrohdrtepriifer ist an der Frontlinse eines
Mikroskopobjektivs eine kleine Diamantpyramide montiert. Die zu priifende Stelle, beispielsweise
bei polykristallinen Werkstoffen, kann unter dem Mikroskop ausgesucht und durch den Eindruck
der Pyramide auf ihre Hérte untersucht werden. Mit einem Pendelsklerometer schlieBlich wird die
sog. Pendelhdrte gemessen: Ein Pendel ruht mit einer Schneide auf der zu untersuchenden Kristall-
flaiche und wird in Schwingungen versetzt. Je weicher der Kristall ist, um so grofer ist die Damp-
fung der Pendelschwingungen. Daneben gibt es auch dynamische Priifmethoden mittels eines
Schlages mit einem hammerartigen Instrument: Die Schlaghérte wird mit einem Kugelschlag- oder
BAUMANN-Hammer sowie einem POLDI-Hammer (POLDI-Hérte) gemessen. Auflerdem gibt es die
Riickprallhdrte und die Fallhdrte oder Skleroskophérte. Bei Angaben von Hirtezahlen sollte man
beachten, ob sie sich auf die MaBeinheiten kp oder N beziehen.

Bestimmt man die Héarte der Minerale der MOHSschen Skala quantitativ, so liefern die ver-
schiedenen genannten Methoden recht unterschiedliche, nicht gut vergleichbare Zahlen; doch hat
sich gezeigt, dass die Mittelwerte aus den verschiedenen Methoden ungeféhr einer geometrischen
Progression folgen (Tab. 4.15). In jedem Fall ist der Schritt zwischen den Stufen 9 und 10 in der
MoHsschen Skala der weitaus grofite, was speziell fiir Hartstoffe relevant ist. Eine Hérte groBer als 9
haben Siliciumcarbid SiC (Carborund), Bornitrid BN (Borazon) und die Wolframcarbide W,C und
WC (Carboloy in Bindung mit Co); Titancarbid TiC und Wolframborid WB erreichen die Hérte 9.

So komplex, wie sich die theoretische und experimentelle Erfassung der Eigenschaft der Harte
darstellt, ist auch ihre strukturelle Deutung. Bei Kristallen desselben Strukturtyps lassen sich ei-
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nige Abhéngigkeiten feststellen: Die Hérte ist um so grofer, je kleiner die Abstinde der Atome
(bzw. Ionen) sind und je groBer deren Wertigkeit (bzw. Ladung) ist. Allgemein bedingt eine grof3e
Gitterenergie auch eine grole Harte. Nach PLENDL und GIELISSE [4.24] stellt die volumenspezifi-
sche Gitterenergie U,/V ein brauchbares absolutes MaB fiir die Hirte dar. (Wird die Gitterenergie
U, auf 1 mol bezogen, so ist fiir /’ das Molvolumen einzusetzen.)

Andere Autoren fiithren die Harte auf die Oberflachenenergie zuriick und benutzen als absolu-
tes MaB fiir die Hérte den Quotienten E/4 aus der beim Zerkleinern von Kristallen aufgewandten
Energie E zur neu gebildeten Oberfléche A. In vielen Fillen erweist sich dieser Quotient als pro-
portional zur spezifischen Oberflichenenergie y. Auch die Abriebfestigkeit von Kristallen steht in
Beziehung zur spezifischen Oberflichenenergie y: Unter bestimmten Voraussetzungen sind beim
gegenseitigen Schleifen zweier verschiedenartiger Kristalle die Abriebvolumina 7; und ¥, umge-
kehrt proportional zu den betreffenden spezifischen Oberflachenenergien (V1/V,= y,/y ), so dass
z. B. bei Kenntnis von y fiir eine Kristallart durch Abriebmessungen y, einer zweiten Kristallart
ungefahr bestimmt werden kann (W. D. KUSNEZOW).

Unter Spaltbarkeit versteht man die Eigentiimlichkeit vieler Kristallarten, bei mechanischen
Einwirkungen (Druck, Zug, Schlag) entlang bestimmten Gitterebenen zu spalten. Es entstehen
dabei verhéltnisméBig ebene Spaltflichen, und es ist nachgewiesen worden, dass Spaltflachen
iiber relativ grole Bereiche atomar glatt sein konnen. Auf Kristallflichen, die von der Spaltfliche
geschnitten werden, kann die Spaltbarkeit durch Ausbildung von Spaltrissen zum Ausdruck
kommen, die als prizise kristallographische Bezugsrichtungen (z. B. bei der Messung der Auslo-
schungsschiefe, s. S. 315) dienen konnen. Im Bild 4.73 sind einige Spaltbarkeiten angegeben und
die Spaltrisse angedeutet. Die Spaltbarkeit wird haufig als Erkennungsmerkmal zur Identifizie-
rung von Mineralen herangezogen. So unterscheiden sich die einander sehr dhnlichen Silikatmine-
rale der Pyroxene und Amphibole, die alle nach {110} spalten, durch den Winkel von 87°
bzw. 56°, den die Spaltflichen miteinander einschlieBen. Qualitativ unterscheidet man vollkom-
mene, gute, deutliche und angedeutete Spaltbarkeiten. Experimentell zeigen sich sdmtliche Spalt-
barkeiten eines Kristalls, wenn man eine Kugel herstellt und sie eine gewisse Zeit lang in einer
Kugelmiihle (gefiillt mit kleineren Stahlkugeln) oder auf &hnliche Weise mechanisch beansprucht;
hierbei werden alle Spaltflichen angesprochen, die sich dann bei einer reflexionsgoniometrischen
Untersuchung der Kugel abzeichnen.

Als Spaltflachen treten meistens einfach indizierte, dicht mit Atomen besetzte Gitterebenen
(Netzebenen) in Erscheinung, die oft auch morphologisch als Wachstumsflédchen bedeutsam sind.
Im Allgemeinen haben die am dichtesten besetzten Gitterebenen in einer Struktur den relativ grofiten
Abstand voneinander (vgl. Abschn. 1.9.4.), und es ist deshalb versténdlich, dass die Kohésion zwi-
schen solchen Gitterebenen ein Minimum erreicht. Bei vielen Kristallarten ist der Zusammenhang
zwischen Spaltbarkeit und Struktur sehr augenféllig. Kristalle mit Schichtenstrukturen (Graphit,
Schichtsilikate) zeigen auffallend vollkommene Spaltbarkeiten parallel zu den Schichten, Kristalle
mit Kettenstrukturen (Pyroxene, Amphibole) zeigen prismatische Spaltbarkeiten.

Schwieriger ist die Spaltbarkeit von isometrisch gebauten Strukturen, wie den einfachen Io-
nenkristallen, zu deuten. Betrachten wir darauthin die NaCl-Struktur (Spaltbarkeit nach {100},
Bild 4.75). Nach einer Hypothese von STARK kommen bei einer geringfiigigen gegenseitigen Ver-
schiebung von Strukturbereichen infolge einer mechanischen Einwirkung entlang einer (100)-
Flache jeweils gleichartig geladene Ionen in unmittelbare Nachbarschaft, und durch die elektro-
statische AbstoBung trennt sich das Gitter. Beim Fluorit CaF, (Spaltbarkeit nach {111}, Bild 4.76)
gibt es eine analoge Situation beziiglich der (111)-Ebenen: Eine geringfiigige Verschiebung ent-
lang der gestrichelten Ebene bringt die Anionen in unmittelbare Nachbarschaft. Obwohl derartige
Betrachtungen noch spezifiziert und auch auf andere Strukturtypen angewandt worden sind, ge-
wihren sie allein keinen Zutritt zum tatséchlichen Vorgang einer Spaltung und zu den quantitati-
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Bild 4.75. Strukturelle Deutung zur Spaltbarkeit  Bild 4.76. Netzebenenfolge parallel (111) von
von NaCl. Fluorit, Projektion auf (110).

ven Verhéltnissen. Den Schliissel zu kinetischen Betrachtungen von Spaltvorgéngen liefern spe-
zielle Versetzungsreaktionen. Lauft etwa durch Verformungsprozesse eine Anzahl von Verset-
zungen gegen ein Hindernis auf, so kdnnen sich die elastischen Spannungen der einzelnen Verset-
zungen zu so hohen Werten summieren, dass die Kohédsion der Struktur iiberwunden wird. Es gibt
auch Mechanismen, bei denen gleitfihige Versetzungen auf verschiedenen, sich schneidenden
Gleitebenen zueinander laufen und sich beim Aufeinandertreffen zu einer neuen Versetzung ver-
einigen, die nicht gleitféhig ist; auch hierbei konnen sich die Versetzungen aufstauen. Bild 4.77
zeigt schematisch eine Gruppe von vier Stufenversetzungen (vgl. Bild 3.5), die vereinigt unmit-
telbar einen keilformigen Riss in der Struktur bedeuten. Obwohl eine derartige Verset-
zungsanordnung in der Realitit kaum entstehen diirfte, sind analoge Vorgénge, die zu einer loka-
len Konzentration von Versetzungen fiihren, fiir die Ausldsung von Spaltrissen anzunehmen. Eine
weitere Frage ist die nach der Ausbreitung des Spaltrisses unter einwirkenden Spannungen; auch
hier ist die Mitwirkung von Versetzungen, die sich im Rissgrund bewegen, diskutiert worden.

S IS T

Bild 4.77. Vereinigung von vier (einfachen) Stufenversetzungen als
Entstehungsmechanismus fiir einen Riss.

Durch miBigen Druck lassen sich auf Kristallflichen Druckfiguren, durch einen scharfen
Schlag mit einer Spitze Schlagfiguren erzeugen. Die entstehenden Risse entsprechen teils Gleit-
flachen, teils Spaltflichen und spiegeln die Symmetrie der Kristallflichen wider, so dass sie zur
Festlegung der kristallographischen Orientierung herangezogen werden kénnen.



