1. Kristallstrukturlehre und Kristallmorphologie

Die Eigenschaften der Kristalle sind ein Ausdruck ihres atomaren Aufbaus, d. h. ihrer Struktur.
Grundsitzlich sollte sich die Struktur eines Kristalls — wie der Zustand eines jeglichen Stoffes —
aus den Eigenschaften der ihn zusammensetzenden Atome, den atomphysikalischen Gesetzen fiir
die Wechselwirkungen zwischen den Atomen und den Zustandsparametern, wie Druck und Tem-
peratur, herleiten lassen. Diese Aufgabe ist seitens der theoretischen Festkorperphysik erst fiir
wenige einfache Strukturmodelle in Angriff genommen worden. Die Schwierigkeit besteht dabei
u. a. darin, dass eine solche auf ,,ersten Grundlagen“ fuBende Theorie des kristallisierten Zustan-
des die Wechselwirkungen zwischen sehr vielen Atomen erfassen muss.

Wir gehen hier von der Tatsache aus, dass die GesetzméBigkeiten des atomaren Aufbaus der
Kristalle als Ergebnis einer langeren wissenschaftlichen Entwicklung empirisch gekldrt worden
sind. Im Laufe dieser Entwicklung wurden die Strukturen von vielen tausend Kristallen — ihre
Kristallstruktur — z. T. bis in feine Details bestimmt. Die grundlegenden Eigenschaften der Kris-
tallstrukturen sowie die Methoden ihrer Beschreibung sind der Gegenstand der Kristallstruktur-
lehre. In engem Zusammenhang damit lassen sich auch die grundlegenden phidnomenologischen
Eigenschaften der Kristalle ableiten, die den Gegenstand der Kristallmorphologie bilden.

1.1. Gitterbau der Kristalle

1.1.1. Das Raumgitter

Wie sich gezeigt hat, sind die Strukturen aller Kristalle durch eine bestimmte, regelmiBige An-
ordnung der sie zusammensetzenden Atome gekennzeichnet. Welches ist nun das Merkmal einer
solchen regelméBigen Anordnung von Atomen in einer Kristallstruktur? Betrachten wir als leicht
iiberschaubares Beispiel die Struktur von Halit (Steinsalz) mit der chemischen Formel NaCl (Na-
triumchlorid; Bild 1.1): Die atomaren Bausteine des Kristalls sind in diesem Fall Ionen, ndmlich
positiv geladene Natriumionen und negativ geladene Chlorionen, die sich so aneinanderlagern,
dass eine abwechselnde Folge beider Ionenarten in drei zueinander senkrechten Richtungen (ent-
sprechend den Kanten des im Bild 1.1 eingezeichneten Wiirfels) entsteht. Der Zusammenhalt des
Kristalls wird dabei im wesentlichen durch die elektrostatischen Anziehungskréfte zwischen den
entgegengesetzt geladenen lonen bewirkt, und eben diese Struktur stellt hinsichtlich der elektro-
statischen Kréfte — unter Beriicksichtigung auch der AbstoBungskréfte zwischen gleichen Ionen
und des GroBenverhiltnisses der beiden Ionenarten — die energetisch giinstigste Moglichkeit fiir
die Anordnung der Ionen dar.

Oft ist es iibersichtlicher, bei der Abbildung einer Kristallstruktur die Atome bzw. lonen nicht (wie im
Bild 1.1) maBstéblich zu zeichnen, sondern nur die Positionen ihrer Mittelpunkte darzustellen (Bild 1.2).
Allerdings gehen bei dieser Darstellungsweise Informationen iiber die Groenverhéltnisse der beteiligten
Atome bzw. lonen, ihre Beriihrungspunkte, die Raumausfiillung und andere Einzelheiten verloren.
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Man muss sich auch stets der Kleinheit der Atome und der dazu relativ groen Ausdehnung einer
Kristallstruktur bewusst sein, befinden sich doch in 1 ¢cm® eines Kristalls bereits rund 10 Atome!
Fiir die meisten Betrachtungen kann man deshalb annehmen, dass sich eine Kristallstruktur, wie sie
in den Bildern 1.1 und 1.2 ausschnittweise dargestellt ist, unbegrenzt weit fortsetzt.
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Bild 1.1. Ausschnitt der NaCl-Struktur. Bild 1.2. NaCl-Struktur, schematisch.
Cl-lonen weif} (Tonenradius 0,181 nm); Na-lonen Der dargestellte Bildausschnitt ist in jeder Richtung halb so
schraffiert (lonenradius 0,102 nm). Die Vektor- groB, sein Volumen 1/8 so groB wie im Bild 1.1 (kubisch
pfeile werden im Text erldutert. flichenzentrierte Elementarzelle, vgl. Abschn. 1.1.2.).

Stellen wir uns nun vor, die NaCl-Struktur werde als Ganzes um eine bestimmte, dem horizon-
talen Pfeil im Bild 1.1 entsprechende Strecke verschoben. Die Struktur kommt dadurch — da sie
als unbegrenzt angenommen werden kann — wieder in genau dieselbe Position wie vor der Ver-
schiebung; man sagt, sie kommt mit sich zur Deckung. Eine solche Verschiebung wird als Trans-
lation bezeichnet. Da es sowohl auf den Betrag der Verschiebung als auch auf ihre Richtung an-
kommit, stellt die Translation einen Vektor dar.

Es ist vollig unwesentlich, an welcher Stelle der Struktur wir den Pfeil, der die Translation der
Struktur angibt, einzeichnen. Auf Bild 1.1 beginnt und endet er zufillig im Mittelpunkt eines
Cl-Ions. Ebenso hitte der Pfeil aber auch so eingezeichnet werden kénnen, dass er von irgendei-
nem anderen Cl-Ion, von irgendeinem der Na-Ionen oder von einer beliebigen anderen Stelle der
Struktur ausgeht — wenn nur Betrag und Richtung beibehalten werden. Wo immer wir den Pfeil
einzeichnen, er verbindet zwei Punkte, die sich hinsichtlich ihrer Position und Bedeutung in der
Struktur vollig gleich verhalten. Anders ausgedriickt, von jedem der beiden Punkte aus betrachtet
sieht die Struktur vollkommen gleich aus, und man kann keine Unterschiede in den Umgebungen
dieser Punkte feststellen; wir konnen sie also nicht unterscheiden. Punkte einer Struktur, die
untereinander in einer solchen durch eine Translation bedingten Beziehung stehen, nennt man
identische Punkte (praziser wire die Benennung ,.translatorisch gleichwertige Punkte®).

Nun ist die bisher betrachtete Translation nicht die einzige, die die Struktur mit sich zur Deckung
bringt. Bezeichnen wir diese Translation (als Vektor) mit a, so ist leicht zu sehen, dass auch die
Translationen 2a, 3a, ..., allgemein ma (mit m als beliebiger ganzer Zahl), die Struktur mit sich zur
Deckung bringen. Alle diese Translationen beziehen jeweils eine ganze Kette identischer Punkte auf-
einander, die einen Abstand |a| = a voneinander haben. Wir sagen, die Struktur ist periodisch.

Damit ist jedoch die Menge der Translationen, die die Struktur mit sich zur Deckung bringen,
noch nicht erschopft: Das leistet offenbar auch die in Bild 1.1 durch einen vertikalen Pfeil ge-
kennzeichnete Translation, die wir als b bezeichnen wollen, und mithin alle Translationen nb (mit
n als beliebiger ganzer Zahl). Dariiber hinaus bringen aber auch alle Kombinationen von Transla-
tionen der Art ma + nb (vektorielle Addition) die Struktur mit sich zur Deckung. Die identischen
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Punkte, die sich auf diese Weise ergeben, liegen alle in einer Ebene (Bild 1.3, leere Punkte). Eine
solche Anordnung von Punkten ist in zwei Dimensionen periodisch und wird als zweidimensiona-
les Gitter oder Netzebene bezeichnet.

SchlieBlich gibt es in der NaCl-Struktur noch Translationen, die aus dieser Ebene heraus in die
dritte Dimension flihren. Eine solche Translation ist im Bild 1.1 durch den von hinten nach vorn
gerichteten Pfeil angedeutet und sei mit ¢ bezeichnet. Analog bringen dann auch alle Translationen
pc (mit p als beliebiger ganzer Zahl) und des weiteren alle Translationen ma + nb + pc die Struktur
mit sich zur Deckung. Die identischen Punkte, die sich auf diese Weise ergeben, bilden eine in drei
Dimensionen periodische Anordnung, die als Raumgitter oder auch einfach nur als dreidimensiona-
les Gitter bezeichnet wird. Aufgrund seiner Herleitung spricht man auch vom Translationsgitter der
Struktur. Die Menge aller Translationen, die eine Struktur mit sich zur Deckung bringen, bildet im
mathematischen Sinne eine Gruppe, die Translationsgruppe der Struktur. Um diese Menge vollstin-
dig zu erzeugen, muss man die Ausgangsvektoren oder Basisvektoren so wihlen, dass keine identi-
schen Punkte ausgelassen bzw. iibersprungen werden, sondern dass mit ihrer Hilfe ein vollstdndiger
Satz identischer Punkte gebildet werden kann. Das konnen die im Bild 1.1 gewéhlten drei Vektoren
a, b und ¢ jedoch nicht leisten: Wie aus Bild 1.3 hervorgeht, kann man z. B. mit Hilfe der Vektoren
a und b nur die leer dargestellten Gitterpunkte der betreffenden Netzebenen erzeugen. Wie man sich
anhand von Bild 1.1 iiberzeugt, kommt die NaCl-Struktur aber auch bei einer Verschiebung um den
Vektor a’ in diagonaler Richtung mit sich zur Deckung. Gleiches gilt fiir eine Verschiebung um den
Vektor b' in der anderen Diagonalrichtung: Das heif3t, auch die im Bild 1.3 mit einem Kreuz ge-
kennzeichneten Gitterpunkte stellen identische Punkte dar. Letztere konnen jedoch mit Hilfe der
Vektoren a und b nicht erzeugt werden. Hingegen kann man mit den beiden Vektoren a’ und b’
samtliche Gitterpunkte der Netzebene erzeugen, sowohl die mit einem Kreuz gekennzeichneten als
auch die leeren; denn es gilt: @ = a’ + b' sowie b = a’— b' (vektorielle Addition). Betrachtet man in
dieser Hinsicht die ganze NaCl-Struktur (Bild 1.1), so ldsst sich mit den drei zueinander senkrechten
Vektoren a, b und ¢ offensichtlich keine der diagonalen Translationen darstellen. Hingegen bilden
die Vektoren a’, b' und ¢’, wie man sich anhand von Bild 1.1 {iberzeugt, ein System von Basisvekto-
ren, mit dem man alle identischen Punkte der NaCl-Struktur erzeugen und mithin deren vollstindige
Translationsgruppe darstellen kann.

Bild 1.3. Netzebene der NaCl-Struktur. Bild 1.4. Dreidimensionales Gitter (Raumgitter).
Der Bildausschnitt entspricht in a-Richtung dem Das dargestellte Raumgitter mit den Basisvektoren a, b, ¢
Anderthalbfachen von Bild 1.1, Erlauterungen im entspricht nicht dem Translationsgitter der NaCl-Struktur.
Text.

Das Translationsgitter der NaCl-Struktur ist auf Bild 1.6 als Gittertyp cF wiedergegeben, wo-
rauf noch zuriickzukommen sein wird. Dieses Gitter ldsst sich {ibrigens nicht nur mit den Basis-
vektoren a’, b', ¢’ erzeugen, sondern man kann aus der Menge der Translationsvektoren noch
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beliebig viele andere Systeme von Basisvektoren auswéhlen, die dasselbe leisten, z. B. die Vek-
tortripel @, b', ¢’ oder a’, ¢, ¢' etc. Wie man sieht, stehen diese Basisvektoren nicht alle senkrecht
zueinander und haben z. T. unterschiedliche Langen.

Im allgemeinen (nicht nur auf das Beispiel der NaCl-Struktur beschrénkten) Fall wird also ein Raum-
gitter durch drei Basisvektoren a, b, ¢, kurz Basis genannt, erzeugt, die von verschiedener Lénge sein
konnen und beliebige Winkel miteinander einschliefen (Bild 1.4). Um ein Raumgitter aufspannen zu
konnen, diirfen die Basisvektoren allerdings nicht alle drei in einer Ebene liegen, d. h., sie miissen im
mathematischen Sinne linear unabhéngig sein. Die Langen (Betrdge) der Basisvektoren, |a| = a, |b| = b,
|c| = ¢, werden als Gitterkonstanten bezeichnet. Durch Angabe der Gitterkonstanten a, b, ¢ sowie der von
den Basisvektoren eingeschlossenen Winkel a, f3, y ist das Gitter bestimmt, wobei a iiblicherweise zwi-
schen den Basisvektoren b und ¢, f zwischen ¢ und a und y zwischen @ und b angenommen werden.
Somit haben wir insgesamt sechs Bestimmungsgrofen (sog. Gitterparameter) fiir ein Raumgitter.

Wie nun die Erfahrung lehrt, haben die Strukturen aller Kristalle die Eigenschaft, durch Translationen
mit sich zur Deckung zu kommen, deren Menge ein Raumgitter bildet. Es ist das entscheidende We-
sensmerkmal des kristallisierten Zustandes. Damit kommen wir zu der Aussage: Ein Kristall ist eine
dreidimensional periodische Anordnung von Atomen (bzw. von lonen oder Molekiilen).

Das Konzept des Raumgitters enthilt implizit bereits alle wesentlichen Merkmale eines Kristalls.
Die dreidimensional periodische Folge von identischen Punkten gewéhrleistet seine Homogenitét.
Dartiiber hinaus befinden sich alle Bereiche oder Strukturteile eines Kristalls, mdgen sie beliebig weit
voneinander entfernt sein, in einer wohldefinierten Lage bzw. Orientierung zueinander. Diese flir die
Festkorperphysik aufBerordentlich bedeutsame Eigenschaft wird als Fernordnung bezeichnet. Ein
Raumgitter ist stets anisotrop; denn in den verschiedenen Richtungen folgen identische Punkte in
unterschiedlichen Abstdnden aufeinander. Auch die anderen Grundgesetze der Kristallographie — das
Gesetz der Winkelkonstanz, das Rationalititsgesetz, die Komplikationsregel und die Symmetrie-
eigenschaften — folgen, wie noch erldutert wird, aus dem Prinzip des Raumgitters.

Begrifflich unterscheiden muss man zwischen dem Gitter der identischen Punkte, d. h. dem Trans-
lationsgitter einer Kristallstruktur, und der dreidimensional periodischen Anordnung der Atome in der
Kristallstruktur selbst. Das Translationsgitter stellt als solches keine Atome dar, sondern eben einen
Satz identischer Punkte bzw. die Translationsvektoren, und bedeutet eine Abstraktion. Vergleicht man
beispielsweise die NaCl-Struktur (Bild 1.1 bzw. 1.2) mit ihrem Translationsgitter im Bild 1.6, Gitter-
typ cF, so wird deutlich, dass die Cl-Ionen fiir sich allein (bzw. genauer: deren Mittelpunkte) einen
Satz identischer Punkte bilden und so das Translationsgitter der NaCl-Struktur darstellen. Doch auch
die Na-Ionen bilden, fiir sich allein betrachtet, eine vollig gleichwertige Darstellung des Translations-
gitters der NaCl-Struktur. Aber erst beide lonenarten zusammen ergeben die NaCl-Struktur als solche.
Zur Beschreibung einer Kristallstruktur hat man also sowohl deren Translationsgitter als auch die
Positionen der verschiedenen Atome (bzw. Ionen) in der Struktur anzugeben. In der Literatur wird
allerdings hdufig auch die konkrete Anordnung der Atome bzw. die Kristallstruktur selbst als ,,Git-
ter* bezeichnet, und man trifft auf Ausdriicke wie ,,NaCl-Gitter, ,,Jonengitter, ,,Metallgitter” etc.,
was zu einer gewissen begrifflichen Verwirrung flihrt. Im Interesse terminologischer Klarheit ist es
deshalb zweckmaBig, den Gebrauch des Begriffs ,,Gitter” auf die (abstrakte) Bedeutung des Transla-
tionsgitters einer Kristallstruktur zu beschrénken.

1.1.2. Elementarzellen, Gittertypen, Achsensysteme

Ein Ausschnitt eines Raumgitters, wie er im Bild 1.4 stirker hervorgehoben ist und von den drei
Basisvektoren a, b, ¢ aufgespannt wird, heiit Elementarzelle oder Einheitszelle. Sie hat geome-
trisch die Form eines Parallelepipeds. Das ist ein Polyeder, welches aus drei Paaren paralleler
Flachen besteht; diese haben ihrerseits die Form von Parallelogrammen. Auch ein entsprechender
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Ausschnitt der Kristallstruktur wird als Elementarzelle bezeichnet. Um eine Struktur zu beschrei-
ben, geniigt die Kenntnis einer Elementarzelle: Man erhélt das ganze unbegrenzt ausgedehnte
Raumgitter bzw. die Kristallstruktur, indem man solche Elementarzellen fortlaufend in Richtung
der Basisvektoren aneinanderfiigt; d. h., der Kristall erscheint mosaikartig aus lauter untereinan-
der gleichen Elementarzellen zusammengesetzt.

Wie schon bei der Diskussion der NaCl-Struktur angemerkt, gibt es unbegrenzt viele verschie-
dene Moglichkeiten, um fiir ein gegebenes Gitter aus der Menge der Translationsvektoren eine
Basis auszuwéhlen. Entsprechend gibt es unbegrenzt viele verschiedene Moglichkeiten zur Wahl
einer Elementarzelle, was Bild 1.5 fiir das Beispiel eines zweidimensionalen Gitters veranschau-
licht. Das Gitter lieBe sich mit seinen sdmtlichen Gitterpunkten jeweils aus jeder dieser Elemen-
tarzellen aufbauen. Sie haben alle den gleichen Fldcheninhalt (bzw. im Falle eines dreidimensio-
nalen Gitters das gleiche Volumen). Zur Beschreibung von Kristallstrukturen wird meist eine
Elementarzelle ausgewdhlt, die von moglichst kurzen Basisvektoren aufgespannt wird — das wére
z. B. im Bild 1.5 die Elementarzelle in der linken unteren Ecke des Bildausschnitts.

Bild 1.5. Verschiedene Elementarzellen (,, Ele-
mentarmaschen ) in einem zweidimensionalen
Gitter.

Vielen Kristallstrukturen sind neben ihrer Periodizitdt weitere RegelmaBigkeiten und Symme-
trien eigen (worauf noch ausfiihrlich zuriickzukommen sein wird), die sich auch in ihren Transla-
tionsgittern widerspiegeln. So gibt es Translationsgitter, in denen zwei der Gitterkonstanten oder
auch deren alle drei einander gleich sind; auBerdem konnen die Winkel zwischen den Basisvekto-
ren rechte Winkel sein oder bestimmte andere Werte annehmen.

Wie BRAVAIS (1850) zeigte, lassen sich aufgrund ihrer Symmetrie 14 Typen von Transla-
tionsgittern unterscheiden, die als BravAIs-Typen oder BRAVAIS-Gitter bezeichnet werden (Bild
1.6). Auf diesem Bild sind die mit einem P symbolisierten Gittertypen nach dem bisher Gesag-
ten ohne weiteres verstiandlich. Bei den anderen Gittertypen sind Ausschnitte des Gitters darge-
stellt, die groBer sind als eine ,,einfache” Elementarzelle und die deshalb neben den Eckpunkten
noch weitere, zusitzliche Gitterpunkte als sog. Zentrierungen enthalten. Hiermit hat es fol-
gende Bewandtnis: Wie oben ausgefiihrt, ldsst sich beispielsweise das Translationsgitter der
NaCl-Struktur mit den Basisvektoren a’, b', ¢’ erzeugen (vgl. Bild 1.1). Diese Vektoren sind
gleich lang und schliefen miteinander die Winkel von 90°, 60° und 120° ein. Damit représen-
tieren sie einen bestimmten BRAVAIS-Typ und geben auch die dem Gitter der NaCl-Struktur
innewohnende Metrik und Symmetrie korrekt wieder. Offensichtlich werden jedoch die Metrik
und Symmetrie dieses Gitters viel deutlicher zum Ausdruck gebracht, wenn man es mit Hilfe
der zueinander senkrechten Translationsvektoren a, b, ¢ beschreibt. Deshalb benutzt man lieber
die letzteren als Basis und nimmt dabei in Kauf, dass nicht mehr alle Punkte des Translations-
gitters durch diese orthogonalen Basisvektoren erzeugt werden: Man erhélt so eine wiirfelfor-
mige Elementarzelle, die neben ihren Eckpunkten noch weitere Gitterpunkte in den Zentren der
Wiirfelfldchen enthédlt und damit dem Typ cF im Bild 1.6 entspricht. Wegen dieser Darstel-
lungsweise mit einer wiirfelformigen, flichenzentrierten Elementarzelle bezeichnet man das



1.1. Gitterbau der Kristalle 21

Gitter bzw. den betreffenden Gittertyp als kubisch flichenzentriert — obwohl man, wie gesagt,
statt dessen auch eine einfache, nicht zentrierte Elementarzelle benutzen konnte, die jedoch
nicht orthogonal ist. Bild 1.2 zeigt einen Ausschnitt der NaCl-Struktur, der einer kubisch fla-
chenzentrierten Elementarzelle entspricht.

Aus analogen Griinden werden auch bei einer Reihe weiterer Gittertypen zentrierte Elementarzellen
benutzt. Neben den flichenzentrierten Gittertypen, die mit /' symbolisiert werden, hat man die innen-
oder raumzentrierten Gittertypen, symbolisiert mit 1, und die basisflichenzentrierten Gittertypen; letz-
tere werden mit C symbolisiert, wenn die a—b-Flachen wie im Bild 1.6 zentriert sind; daneben gibt es
noch die Symbole 4, wenn die b—c-Flachen, und B, wenn die c—a-Flachen zentriert sind. Die einfachen,
nicht zentrierten Gittertypen, bei denen nur die Eckpunkte der Elementarzellen mit Gitterpunkten besetzt
sind, werden in diesem Zusammenhang als primitiv bezeichnet und mit P symbolisiert. Der Gittertyp AR
hat eine Elementarzelle mit einer speziellen Zentrierung durch zwei zusétzliche Gitterpunkte im Innern
und wird als rhomboedrisch (symbolisiert mit R) bezeichnet weil sich fiir dieses Gitter auch eine einfa-
che (primitive) rhomboederformige Elementarzelle angeben lésst; letztere ist im Bild 1.6 gestrichelt
eingezeichnet. Bei den beiden hexagonalen Gittertypen 2P und /R ist ein Ausschnitt des Gitters mit der
Grof3e von drei Elementarzellen abgebildet, um die hexagonale Metrik dieses Gitters besser zu veran-
schaulichen. Ubrigens Isst sich auch fiir den Gittertyp cF eine einfache (primitive) rhomboederformige
Elementarzelle angeben, deren Basisvektoren Winkel von 60° einschlieBen; sie ist im Bild 1.6 gleichfalls
gestrichelt eingezeichnet. Bei den Gittertypen aP und mP wurde zur Verdeutlichung der schiefen Winkel
jeweils noch eine rechtwinklige quaderférmige Zelle eingezeichnet.

Die allseitig flichenzentrierten Elementarzellen haben das vierfache Volumen einer einfach
primitiven Elementarzelle des betreffenden Gitters, die basiszentrierten und innenzentrierten
Elementarzellen das doppelte Volumen einer einfach primitiven Elementarzelle. Die hexago-
nale Elementarzelle des thomboedrischen Gitters hat das dreifache Volumen der betreffenden
primitiven rhomboedrischen Elementarzelle. Mit diesen Volumenverhiltnissen korrespondiert
die Anzahl der Gitterpunkte in den betreffenden Elementarzellen: Eine (einfach) primitive
Elementarzelle représentiert bzw. enthilt genau einen Gitterpunkt; denn jeder der acht Gitter-
punkte an den Ecken der Elementarzelle gehort gleichzeitig zu allen acht Elementarzellen, die
an der betreffenden Ecke zusammenstoB3en, d. h., ein Eckpunkt gehort der betreffenden Ele-
mentarzelle nur zu einem Achtel. Man kann sich diesen Zusammenhang auch so veranschauli-
chen, dass man im Bild 1.4 das Gefiige der Elementarzellen in Gedanken um ein kleines Stiick
in Richtung der Raumdiagonalen verschiebt, die Gitterpunkte jedoch unverriickt stehen ldsst.
Jede der verschobenen Elementarzellen behélt dann nur noch einen Gitterpunkt in ihrem Inne-
ren. Aus analogen Griinden enthalten die innenzentrierten sowie die basisflichenzentrierten
Elementarzellen je zwei Gitterpunkte und die allseitig flichenzentrierten Elementarzellen je
vier Gitterpunkte, denn ein Gitterpunkt im Zentrum einer Fldche gehort gleichzeitig zu zwei
Elementarzellen. Eine hexagonale Elementarzelle des rhomboedrischen Gitters enthdlt drei
Gitterpunkte.

Die Einflihrung der zentrierten Elementarzellen gestattet eine rationelle und anschauliche Be-
schreibung der betreffenden Gitter — man muss sich nur dessen bewusst bleiben, dass es sich auch
bei den Zentrierungen um Gitterpunkte handelt, die den Eckpunkten vollig dquivalent sind. Da-
riiber hinaus kommt durch diese Darstellungsweise die Verwandtschaft zwischen den einzelnen
Gittertypen deutlich zum Ausdruck: Aufgrund der metrischen Eigenschaften ihrer Elementarzel-
len, wie sie zum Bild 1.6 angemerkt sind, lassen sich die 14 BRAVAIS-Typen zu sechs Kristall-
familien zusammentfassen, die folgendermaBen bezeichnet werden:
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cl
Bild 1.6. Elementarzellen der 14 BRavAIS-Gitter.

aP  triklin primitives Gitter atzb*c,a#p+y
mP monoklin primitives Gitter atb#c

mC monoklin basisflichenzentriertes Gitter o=y=90° B +#90°
oP  rhombisch primitives Gitter

ol  rhombisch innenzentriertes Gitter

oC rhombisch basisflichenzentriertes Gitter
oF  rhombisch flichenzentriertes Gitter

} azb#c
tP  tetragonal primitives Gitter } a=b+c(a=a;b=ay);

oa=p=y=90°

tI  tetragonal innenzentriertes Gitter a=p=y=90°

hP  hexagonal primitives Gitter a=b#c(a=a;b=ay);
hR  hexagonal rhomboedrisches Gitter a=p=90°y=120°

cP  kubisch primitives Gitter a=b=c;
a=p=y=90°
(@=a;b=ay;c=ay)

cl  kubisch innenzentriertes Gitter
cF  kubisch flichenzentriertes Gitter
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triklin (,,dreifach geneigt®) oder anorthisch, abgekiirzt a;
monoklin (,,einfach geneigt®), abgekiirzt m;

rhombisch oder orthorhombisch, abgekiirzt o;
tetragonal, abgekiirzt

hexagonal, abgekiirzt h;

kubisch, abgekiirzt c.

Diese Einteilung ist im Wesentlichen gleichbedeutend mit der geldufigeren Einteilung der Kris-
talle in Kristallsysteme, die auf morphologischen Kriterien beruht. Hierbei wird lediglich die
hexagonale Kristallfamilie noch einmal unterteilt, und zwar in das trigonale und das hexagonale
Kristallsystem (vgl. Abschn. 1.6.5.), so dass es insgesamt sieben Kristallsysteme gibt. Das kubi-
sche Kristallsystem wird in der dlteren Literatur auch als reguldres oder als tesserales Kristallsys-
tem bezeichnet.

Man konnte nun fragen, warum nicht in jedem Kristallsystem jeweils alle Typen von Zentrie-
rungen als BRAVAIS-Typen erscheinen, so wie im rhombischen Kristallsystem. Die néhere Be-
trachtung zeigt jedoch, dass sich die vermeintlich fehlenden Gittertypen auf einen der unter den
14 BRAVAIS-Gittern bereits vorhandenen Gittertyp zuriickfithren lassen. Beispielsweise fehlt unter
den 14 BRAVAIS-Gittern ein tetragonal basisflachenzentriertes Gitter. Interpretieren wir in diesem
Zusammenhang einmal Bild 1.3 als eine tetragonale Netzebene, so wird durch die Basisvektoren
a und b sowie einem Vektor ¢ senkrecht zur Zeichenebene eine basisfldchenzentrierte tetragonale
Elementarzelle aufgespannt; dasselbe Gitter erhilt man jedoch auch mit Hilfe der Vektoren a’, b’
und ¢, die eine primitive tetragonale Elementarzelle aufspannen. Das primitive tetragonale Gitter
tP ist jedoch unter den 14 BRAVAIS-Gittern bereits vorhanden.

Betont sei noch einmal, dass die Unterscheidung von 14 BRAVAIS-Gittern mit der sie kenn-
zeichnenden Metrik aufgrund ihrer Symmetrie erfolgt (worauf spiter noch néher eingegangen
wird). Rein geometrisch konnte man freilich noch beliebig viele weitere Gittertypen definieren,
doch wiren diese nicht aus der Symmetrie eines Translationsgitters ableitbar und wiirden insofern
willkiirlich sein. Bemerkenswerterweise stellt auch das ,,bikline® Gitter mit nur einem rechten
Winkel zwischen den Basisvektoren (z. B. y =90°; a # f # 90°) keinen besonderen Gittertyp dar.

Kurz erwidhnt sei noch eine grundsitzlich andere Methode, um ein Gitter in identische Elemen-
tarbereiche aufzuteilen: Hierbei wird jedem Gitterpunkt ein ihn umgebender Volumenbereich
dergestalt zugeordnet, dass er alle Punkte enthilt, die ndher zu diesem Gitterpunkt liegen als zu
irgendeinem anderen Gitterpunkt. Man erhélt diesen Bereich, indem man jeweils in die Mitte
zwischen zwei benachbarten Gitterpunkten eine zur Verbindungslinie senkrechte Flache legt.
Diese Fldchen fiigen sich zu einem Polyeder zusammen, in dessen Zentrum sich der betreffende
Gitterpunkt befindet (Bild 1.7). Diese Polyeder haben demnach nicht notwendig die Form eines
Parallelepipeds und werden als Wirkungsbereich, Einflussbereich, DIRICHLET-Bereich, VORONOI-
Bereich oder WIGNER-SEITZ-Zelle bezeichnet. Im Gegensatz zur Aufteilung eines Gitters in Ele-
mentarzellen ist die Aufteilung in Wirkungsbereiche eindeutig.

Um Kristalle bzw. Kristallstrukturen analytisch zu beschreiben, bezieht man sie auf ein Koor-
dinatensystem, das aus den drei Basisvektoren a, b, ¢ des betreffenden Gitters gebildet wird. So-
mit hat man fiir jede Kristallart ein eigenes, spezifisches Koordinatensystem, das als Achsensys-
tem bezeichnet wird. Im Gegensatz zu den sonst iiblichen kartesischen Koordinatensystemen sind
die kristallographischen Achsensysteme im allgemeinen schiefwinklig, und die Einheiten auf den
Achsen haben unterschiedliche Léngen entsprechend den betreffenden Gitterkonstanten a, b, c.
Zusammen mit den Winkeln «a, B, y zwischen den Basisvektoren hat ein solches Achsensystem
sechs Parameter — genau wie eine entsprechende Elementarzelle. Fiir eine gegebene Kristallart
stellen diese Parameter Materialkonstanten dar, die von den thermodynamischen ZustandsgroBen
(wie Druck und Temperatur) abhéngig sind.
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Bild 1.7. Wirkungsbereiche in zweidimensionalen Gittern.

a) monoklines Gitter; b) primitives rhombisches (bzw. rechtwinkli-
ges) Gitter; c¢) flichenzentriertes rhombisches (bzw. rechtwinkliges)
Gitter.

In den einzelnen Kristallfamilien bzw. Kristallsystemen wird allerdings ein Teil dieser Parame-
ter durch die Symmetrie der Gitter festgelegt und ist invariant. In Ubereinstimmung mit der Ein-
teilung in Kristallfamilien und der Metrik der betreffenden, im Bild 1.6 dargestellten Elementar-
zellen haben wir die folgenden sechs Arten von Achsensystemen: Ein triklines Achsensystem ist
schiefwinklig, hat auf allen drei Achsen verschiedene MaBieinheiten und stellt den allgemeinen
Fall dar (sechs freie Parameter a, b, ¢, a, B, y). Ein monoklines Achsensystem hat gleichfalls auf
allen drei Achsen verschiedene Malleinheiten, aber nur einen schiefen Winkel (vier freie Parame-
ter a, b, ¢, B). Ein rhombisches Achsensystem ist rechtwinklig mit verschiedenen Maf3einheiten
auf allen drei Achsen (drei freie Parameter a, b, c). Ein tetragonales Achsensystem ist rechtwink-
lig; zwei Achsen haben gleiche Mafleinheiten und werden als a;- und a,-Achse bezeichnet; die
dritte Achse (c-Achse) hat eine davon verschiedene Maf3einheit (zwei freie Parameter a, ¢). Ein
hexagonales Achsensystem hat gleichfalls zwei Achsen mit gleichen Mafeinheiten, bezeichnet als
a;- und a,-Achse, die sich unter einem Winkel von 120° schneiden; senkrecht zu beiden steht die
c-Achse mit einer eigenen, von der auf den a-Achsen verschiedenen MaBeinheit (zwei freie
Parameter a, ¢). Ein kubisches Achsensystem ist rechtwinklig mit gleichen MaBeinheiten auf allen
drei Achsen (bezeichnet als a;-, @,- und a;-Achse) und entspricht einem gewoéhnlichen kartesi-
schen Koordinatensystem; es hat nur einen freien Parameter (die Gitterkonstante a als Malein-
heit). SchlieBlich wird im trigonalen Kristallsystem neben dem genannten hexagonalen Achsen-
system auch ein rhomboedrisches Achsensystem benutzt, das der rhomboedrischen Elementarzelle
des hR-Gitters entspricht (Bild 1.6); es besteht aus drei Achsen (a;-, a,-, as-Achse) mit gleichen
MafBeinheiten, die sich unter dem gleichen, jedoch von 90° verschiedenen Winkel o schneiden
(zwei freie Parameter a, a). Einige Besonderheiten des hexagonalen und des rhomboedrischen
Achsensystems und ihre gegenseitige Transformation werden im Abschn. 1.3.3. erldutert.

Bei der makroskopischen Beschreibung von Kristallen, bei der es, wie wir noch sehen werden,
nur auf Winkelbeziechungen ankommt, wird anstelle der Gitterkonstanten a, b, ¢ nur das Achsen-
verhéltnis a : b : ¢ angegeben. Es wird in der Form a/b : 1 : ¢/b ausgedriickt. Zusammen mit den
Winkeln a, f, y bendtigt man dann nur fiinf Parameter fiir ein triklines Achsensystem. Fiir ein
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monoklines Achsensystem verbleiben drei Parameter (a/b, ¢/b, f), fiir ein rhombisches Achsen-
system zwei Parameter (a/b, ¢/b) und fiir ein tetragonales und ein hexagonales Achsensystem
jeweils ein Parameter (ausgedriickt durch das Achsenverhéltnis ¢/a). Beim rhomboedrischen Ach-
sensystem tritt an dessen Stelle der Winkel a. Fiir das kubische Achsensystem bendtigt man in
diesem Fall keinen Parameter.

[+

a

yo xa Bild 1.8. Koordinaten eines Punktes X.

In einem Achsensystem, das aus den Basisvektoren a, b, ¢ eines Gitters gebildet wird, hat ein
Punkt X die Koordinaten xa, yb, zc (Bild 1.8). Setzt man die Parameter des Achsensystems als
bekannt voraus, dann geniigt zur analytischen Fixierung des Punktes X die Angabe der MaBzahlen
X, ¥, z, die gleichfalls als Koordinaten bezeichnet werden. Beispielsweise ergibt sich so fiir den
Ursprung des Achsensystems das Koordinatentripel 0, 0, 0 und fiir das Zentrum der Elementar-
zelle das Tripel 1/2, 1/2, 1/2. Ein [-Gitter ist demnach durch die beiden Koordinatentripel 0, 0, 0
und 1/2, 1/2, 1/2 gekennzeichnet, ein F-Gitter durch die Tripel 0, 0, 0; 1/2, 1/2, 0; 1/2, 0, 1/2;
0, 1/2, 1/2 (vgl. Bild 1.6).

Fiir die Positionen der Atome bzw. Ionen in der NaCl-Struktur erhalten wir folgende Koordi-
natentripel (vgl. Bild 1.2):

Clin0,0,0; 1/2, 1/2,0; 1/2, 0, 1/2; 0, 1/2, 1/2;
Nain 1/2,0,0;0, 1/2,0; 0, 0, 1/2; 1/2, 1/2, 1/2.

Wegen der Periodizitit einer Kristallstruktur geniigt es, die Koordinaten der Atome innerhalb
einer Elementarzelle anzugeben; sie haben dementsprechend Werte kleiner 1. Wahrend in der
NaCl-Struktur die Atome (bzw. Ionen) bestimmte Positionen in der Elementarzelle mit invarian-
ten rationalen Koordinaten besetzen, kénnen in komplizierteren Strukturen die Atome auch Posi-
tionen mit beliebigen Koordinaten einnehmen, die von den thermodynamischen Zustandsgrofen
abhéngig sind (vgl. z. B. Bild 1.128).

1.2. Beschreibung von Kristallen

1.2.1. Gesetz der Winkelkonstanz

Es ist ein kennzeichnendes Merkmal vieler (wenn auch bei weitem nicht aller) Kristalle, dass sie
die Gestalt von Polyedern haben, die aus z. T. erstaunlich glatten, ebenen Fldchen gebildet werden.
Diese Fldachen schlieBen miteinander bestimmte Winkel ein, welche fiir die einzelnen Kristallarten
charakteristisch sind: Bei verschiedenen Individuen derselben Kristallart sind die Winkel zwi-
schen entsprechenden Flachen stets wieder dieselben. Das ist das Gesetz der Winkelkonstanz.

Die Feststellung von NICOLAUS STENO (1669), dass die Winkel zwischen den Flidchen von
(verzerrten) Quarzkristallen wegen deren schichtweisen Wachstums konstant sind, wird von vie-
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len Autoren als Entdeckung des Gesetzes der Winkelkonstanz und damit als Beginn der Entwick-
lung der wissenschaftlichen Kristallographie gewertet. In seiner allgemeingiiltigen Formulierung
wurde das Gesetz erst spater von GUGLIELMINI (1705) und vor allem von ROME DE L’ISLE (1783)
etabliert. Was zum Begriff der Kristallform fiihrte, zu dessen Ausprdgung auch ABRAHAM GOTT-
LIEB WERNER beigetragen hat. Wir kdnnen heute das Gesetz der Winkelkonstanz sehr einfach und
unmittelbar aus dem Gitterbau der Kristalle erkldren: Es ist plausibel, anzunehmen, dass eine
Kristallflache, mit der eine Kristallstruktur nach auf3en abbricht, durch eine relativ stabile Schicht
von moglichst fest gebundenen Atomen gebildet wird. Eine solche Atomschicht, wie immer ihre
Struktur im Einzelnen aussehen mag, ist jeweils einer bestimmten Netzebene parallel. Wegen der
durch den Gitterbau bedingten Fernordnung bilden entsprechende Netzebenen stets dieselben
Winkel miteinander, unabhédngig davon, wie weit sie vom Zentrum des Kristallkdrpers entfernt
sind oder an welchem Kristallindividuum derselben Art (d. h. mit demselben Gitter) wir die Win-
kel messen. Das wird durch Bild 1.9 fiir ein zweidimensionales Gitter veranschaulicht.

Bild 1.9. Winkelkonstanz zwischen den
Begrenzungen eines zweidimensionalen
Gitters.

Das Gesetz der Winkelkonstanz belegt eine erste wichtige Bezichung zwischen der Gestalt der
Kristalle und ihrem Gitterbau: Die Flachen eines Kristalls entsprechen den Netzebenen seines
Gitters. Im Laufe der weiteren Ausfithrungen werden sich noch wiederholt solche Beziehungen
zwischen Gestalt und Gitterbau ergeben. Es besteht eine enge Korrespondenz zwischen der mor-
phologischen Erscheinung und der Struktur von Kristallen (Korrespondenzprinzip). Die Korres-
pondenz zwischen Kristallflichen und Netzebenen ist eine erste Bestitigung dieses Prinzips.

Bild 1.10. Idealgestalt und Verzerrungen
eines Oktaeders.

Selten sind Kristalle dergestalt ideal ausgebildet, dass alle Flachen den gleichen Abstand vom
Zentrum des Kristallkorpers besitzen. Die Gestalten der realen Kristalle weichen meist mehr oder
weniger stark von einer solchen Idealgestalt ab, was man als Verzerrung bezeichnet (Bild 1.10). Auf
diesem Bild haben die Flichen der verzerrten Oktaeder zwar verschiedene Abstéinde vom Zentrum
des Kristallkdrpers, bleiben aber stets parallel zu denselben Netzebenen. Gleichgiiltig, wie stark ein
Kristall verzerrt sein mag, die Winkel zwischen entsprechenden Flichen bleiben unverindert. Bei
einem Oktaeder bilden die Flachen stets Winkel von 70°32’ bzw. 109°28' miteinander. Diese Winkel
bestimmen sich aus der Geometrie des Oktaeders und sind invariant, d. h. unabhéngig von der Art
des betreffenden Kristalls. Das gilt allgemein fiir die Winkel zwischen Netzebenen kubischer Gitter;
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sie sind geometrisch von vornherein bestimmt und sdmtlich invariant. Anders jedoch bei den {ibri-
gen nichtkubischen Gittern (z. B. im Fall von Bild 1.9). Hier hdngen die Winkel zwischen den Netz-
ebenen von den Gitterparametern ab. Letztere stellen Materialkonstanten dar, welche mit den ther-
modynamischen Zustandsgrofien (Druck, Temperatur) variieren. Entsprechend sind auch die Winkel
zwischen den Kristallflichen Materialkonstanten und kénnen zur Diagnostik von Kristallen verwen-
det werden. Mittels Winkelmessungen lassen sich sowohl die Kristalle als solche als auch die an
ihnen vorkommenden Flachen identifizieren und die morphologischen Gitterparameter (Achsenver-
héltnisse, Winkel zwischen den Basisvektoren) bestimmen.

1.2.2. Winkelmessung

Die Winkel zwischen Kristallflichen werden mit einem Goniometer gemessen. Meist wird dabei
nicht der Winkel ¢ zwischen den Kristallflichen selbst, sondern der Winkel p zwischen ihren
Fldchennormalen angegeben (Bild 1.11); es gilt o + p = 180°.

Zur Winkelmessung an groferen Kristallen bedient man sich eines Anlegegoniometers, wel-
ches erstmals von CARANGEOT (1783) konstruiert und in seiner heute gebrduchlichen Form von
PENFIELD (1900) eingefiihrt wurde. Es besteht aus zwei Teilen, dem ,,Winkel* und dem Teilkreis
(Bild 1.12). Der ,,Winkel* wird aus zwei drehbar verbundenen, scherenartigen Schenkeln gebildet,
die an die beiden Kristallflichen — moglichst genau senkrecht zu ihrer Kante — angelegt werden.
Dann wird der ,,Winkel“ auf den Teilkreis gelegt und der eingestellte Wert abgelesen; doch sind
die so gewonnenen Ergebnisse recht ungenau.

Bild 1.11. Flichenwinkel o Bild 1.12. Anlegegoniometer.

und Flichennormalenwinkel p a) Anlegen des ,,Winkels* an den Kristall; b) Ablesen auf der Winkelgradtei-
eines Fldchenpaares. lung.

Genauere Messungen werden mit lichtoptischen Reflexionsgoniometern ausgefiihrt. Deren
Prinzip beruht darauf, dass die zu messenden Flichen nacheinander durch Drehen des Kristalls in
Reflexionsstellung fiir einen Lichtstrahl gebracht und die betreffenden Drehwinkel abgelesen
werden. Es gibt einkreisige und zweikreisige Reflexionsgoniometer. Das einkreisige Reflexions-
goniometer (Bild 1.13), das von WOLLASTON (1809) entwickelt wurde, hat einen drehbaren Tisch,
der eine Kreisscheibe mit einer 360°-Teilung tragt. Der Kristall wird auf einem Goniometerkopf
in der Mitte des Tisches befestigt und so justiert, dass die Schnittkante der beiden zu messenden
Flachen mit der Drehachse des Tisches zusammenfdllt. Mit Hilfe eines Kollimators wird ein
Lichtbiindel auf eine Kristallfliche gerichtet, dort reflektiert und mit einem Fernrohr beobachtet.
Eine Flache befindet sich dann in Reflexionsstellung, wenn ihre Flaichennormale mit der Winkel-
halbierenden zwischen Kollimator- und Fernrohrachse zusammenfillt. Durch Drehen des Tisches
samt Kristall werden beide Flidchen nacheinander in Reflexionsstellung gebracht; die Differenz
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Bild 1.13. Prinzip des einkreisigen Reflexionsgo-
niometers.

K Kollimator mit Lichtquelle; F* Fernrohr; H horizonta-
ler Goniometertisch mit Teilkreis; M Messmarke mit
Nonius; Kr Kristall in Reflexionsstellung; K7’ Kristall
nach Drehung um den Flichennormalenwinkel p.

der abgelesenen Winkelwerte ergibt den Fldchennormalenwinkel p. Mit einer Messreihe kdnnen
jeweils die Winkel zwischen allen jenen Fliachen erfasst werden, die sich in zueinander parallelen
Kanten schneiden; fiir die iibrigen Kantenrichtungen muss der Kristall jeweils neu befestigt und
justiert werden, was Messfehler begiinstigt. Deren Minimierung dient die Anwendung verschie-
den geformter Reflexe, von denen sich die spezielle Reflexform des sog. WEBSKYschen Spaltes
besonders bewdéhrt hat.

Bild 1.14. Zweikreisiges Reflexionsgoniometer (Freiberger Prizisionsmechanik).

K Kollimator; F Fernrohr; A Ablesevorrichtung; H horizontaler Teilkreis; Kr Kristall; G Goniometerkopf mit Kreuz-
schlitten zur Zentrierung und Wiegeschlitten zur Justierung des Kristalls; V' vertikaler Teilkreis; S Stellschraube zur
axialen Verschiebung des Goniometerkopfes.

Das zweikreisige Reflexionsgoniometer, das auf FEDOROV und GOLDSCHMIDT (1892) zuriick-
geht, hat zwei Teilkreise, die senkrecht zueinander stehen. Der auf dem Goniometerkopf befes-
tigte Kristall kann um die Achsen beider Teilkreise gedreht werden. Dadurch wird es moglich,
alle Flachen des Kristalls nacheinander in Reflexionsstellung zu drehen, ohne ihn zwischendurch
neu befestigen und justieren zu miissen.
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Bild 1.14 zeigt eine éltere Ausfithrung des zweikreisigen Reflexionsgoniometers, die seinen Auf-
bau deutlich erkennen ldsst. Inzwischen gibt es kompaktere Konstruktionen, die von einer Reihe
einschlédgiger Firmen als optische Prézisionsgerite in Serien produziert und angeboten werden.

Die an den beiden Teilkreisen abgelesenen Winkelwerte bestimmen die Lage der betreffenden Fla-
chennormalen beziiglich der Achsen des Goniometers, welche durch die Winkelkoordinaten ¢ (Azimut
[Vertikalkreis]) und p (Poldistanz [Horizontalkreis]) ausgedriickt wird (vgl. Bild 1.15). Fiir eine ent-
sprechende Winkelmessung wird der Kristall auf dem Goniometerkopf zweckméBigerweise so befes-
tigt und justiert, dass die Normale einer wichtigen Kristallfliche mit der Achse des Vertikalkreises
zusammenfillt. Die Winkelkoordinaten verstehen sich dann beziiglich dieser Flachennormalen.

1.2.3. Kristallprojektionen

Wenden wir uns nun der Aufgabe zu, die Flachen eines Kristalls darzustellen. Wie wir gesehen
haben, kommt es nur auf die Winkelbeziehungen zwischen den Flachen an, nicht auf ihren Ab-
stand vom Zentrum des Kristallkérpers und ihre dadurch bedingten Ausmalle. Wir kénnen des-
halb anstelle einer Kristallfliche deren Fldchennormale und anstelle des Kristallpolyeders die
Gesamtheit der Flichennormalen betrachten. Dieses Flachennormalenbiindel offenbart uns die
morphologischen Eigenschaften von Kristallen viel reiner als die Kristallpolyeder selbst mit ihren
vielfdltigen und zufdlligen Verzerrungen.

Zur Darstellung des Flachennormalenbiindels eines Kristalls féllt man von einem Punkt im In-
nern des Kristallpolyeders die Normalen auf die einzelnen Flichen. Derselbe Punkt sei gleichzeitig
der Mittelpunkt einer Kugel, deren Oberflache von den Flachennormalen durchstoBen wird. Auf
diese Weise erhdlt man eine Projektion der Fldchen des Kristalls als Punkte auf der Oberfldche einer
Kugel, der Polkugel (Bild 1.15). Die Schnittpunkte (Durchstopunkte) der Flichennormalen mit der
Oberfliache der Polkugel sind die Pole der betreffenden Kristallflichen. Zeichnet man den Pol einer
wichtigen Flache als ,,Nordpol“ N aus und benutzt den ,,Meridian“ durch N und einen weiteren
wichtigen Flichenpol M als Nullmeridian (N M 4 S B im Bild 1.15), so hat man damit kristallogra-
phische Bezugselemente fiir die Winkelkoordinaten ¢ und p des Pols P einer beliebigen Fléche.

Bild 1.15. Polkugel mit stereographischer Projek-
tion P' eines Flichenpols P.

hur, hy, hp Flaichennormalen.

Die graphische Darstellung der Polkugel in der Ebene bereitet dieselben Probleme wie die graphi-
sche Darstellung der Erdkugel, des Globus. Es sind verschiedene Methoden bekannt, eine Kugel auf
eine Ebene zu projizieren, die jeweils ihre Vorziige und ihre Nachteile haben. In der Kristallographie
sind zwei Projektionen gebrauchlich, die stereographische Projektion und die gnomonische Projektion.
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Stereographische Projektion

Bei der stereographischen Projektion wird die Polkugel von ihrem ,,Siidpol® S aus auf ihre ,,Aqua—
torebene projiziert (Bild 1.15). Hierzu verbinden wir den Punkt S als Augpunkt der Projektion
mit dem Flichenpol P auf der Polkugel. Dort, wo die Gerade S P die Aquatorebene durchstoBt,
erhalten wir den Punkt P’ als Projektion des Flichenpols P. Auf diese Weise entsteht in der Aqua-
torebene ein Stereogramm, dessen Mittelpunkt die Projektion N’ des ,,Nordpols* N der Polkugel
bildet (Bild 1.16). Der ,,Aquator” der Polkugel heit Grundkreis des Stereogramms. Die Projek-
tion P’ eines Flachenpols P mit den Winkelkoordinaten ¢ und p wird in folgender Weise in das
Stereogramm eingetragen: Der Azimutwinkel ¢ bleibt unverindert, und die Poldistanz p wird vom
Mittelpunkt N’ als eine Strecke p’ = R tan(p/2) (mit R als Radius der Polkugel) abgetragen.

8
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Bild 1.16. Aufiragen eines Fldchenpols P'in einem Stereo-
gramm.

Das Eintragen des Punktes P’ in ein Stereogramm kann auch mit Hilfe von kartesischen Koor-
dinaten (z. B. auf Millimeterpapier) vorgenommen werden. Die Winkelkoordinaten ¢, p und die
kartesischen Koordinaten x, y rechnen sich wie folgt ineinander um:

x = p'cosp = R tan(p/2)cosg @ = arctan(y/x)
y = p'sing = R tan(p/2)sing p'= [+ 3* =R tan(p/2)

p = 2arctan( /x> + y*/R).

Die Punkte der oberen Hilfte der Polkugel bilden sich bei der stereographischen Projektion in-
nerhalb des Grundkreises ab; die Punkte der unteren Hélfte der Polkugel wiirden sich auflerhalb
des Grundkreises abbilden. In der Kristallographie ist es jedoch iiblich, die untere Hélfte der Pol-
kugel nicht vom ,,Siidpol* S, sondern vom ,,Nordpol“ N (als Augpunkt) zu projizieren und die
Projektion der betreffenden Flachenpole zur Unterscheidung als leere Punkte zu zeichnen
(Bild 1.17). Durch dieses Verfahren lassen sich sdmtliche Fldchenpole eines Kristallpolyeders
innerhalb des Grundkreises darstellen. Auf der Peripherie des Grundkreises liegen die Pole der
Flachen mit einer Poldistanz p = 90°.

Ohne Beweis vermerken wir folgende Eigenschaften der stereographischen Projektion: Sie ist
winkeltreu, d. h., die Winkel auf der Kugeloberfliche sind den entsprechenden Winkeln in der
Projektion gleich. Kreise auf der Kugel bilden sich in der stereographischen Projektion wieder als
Kreise ab, allerdings mit einem anderen Durchmesser. Eine besondere Rolle spielen die Grofs-
kreise; das sind Kreise, deren gemeinsamer Mittelpunkt der Kugelmittelpunkt ist, so dass ihr
Durchmesser zugleich einen Kugeldurchmesser darstellt. Ein GroBkreis ist die Schnittspur einer
Ebene durch den Mittelpunkt der Polkugel. Damit ist ein Grofkreis der geometrische Ort der Pole
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Bild 1.17. Stereographische Projektion eines Kristalls.
a) Oberseite (Augpunkt S), b) Unterseite (Augpunkt N); PE Projektionsebene.

aller Flichen, deren Normalen in der Ebene des GroBkreises liegen. Die Menge dieser Flichen
bezeichnet man als eine Zone; Flachen, die einer gemeinsamen Zone angehdren, nennt man tauto-
zonal. Tautozonale Fldchen schneiden sich in parallelen Kanten, die die Richtung der Zonenachse
senkrecht zur Ebene der Fliachennormalen bezeichnen. Daraus folgt umgekehrt, dass die Pole
tautozonaler Fldchen stets auf GroBkreisen liegen.

Um das Arbeiten mit der stereographischen Projektion zu erleichtern, verwendet man, dhnlich
wie in der Geographie, ein Netz aus ,,Meridianen* und ,,Breitenkreisen. Im Gegensatz zur Geo-
graphie wird jedoch ein Gradnetz verwendet, das seine Pole nicht am ,,Nordpol“ N und ,,Siid-
pol“ S hat, sondern die Pole des Netzes liegen auf dem Grundkreis in den Punkten 4 und B (vgl.
Bilder 1.15 und 1.16).Nach WULFF wird die stereographische Projektion dieses Gradnetzes als
WULFFsches Netz bezeichnet (s. Beilage). Die ,,Meridiane” stellen GroBkreise dar, die ,,Breiten-
kreise” bezeichnen Kleinkreise.

Mit dem WULFFschen Netz arbeitet man in folgender Weise. Auf das Netz legt man ein Trans-
parentpapier, welches mit dem Mittelpunkt des Netzes durch einen Stift verbunden wird und so-
mit leicht {iber dem Netz gedreht werden kann. Es ist dann einfach, einen Pol P’ mit den Winkel-
koordinaten ¢ und p einzuzeichnen: ¢ wird auf dem Grundkreis und p vom Mittelpunkt des
Netzes aus langs eines Durchmessers abgetragen. Will man den Winkel zwischen zwei Polen P’
und P’, bestimmen (Flachennormalenwinkel), so dreht man das Transparentpapier so lange, bis
beide Pole auf denselben GroBkreis (,,Meridian®) des WULFFschen Netzes fallen. Dann z&hlt man
die Teilstriche zwischen den beiden Polen ab. Ohne weiteres gewinnt man auflerdem den zugehd-
rigen Zonenpol Z’, indem man auf dem zum Zonenkreis senkrecht stehenden Durchmesser von
dessen Schnittpunkt mit dem Zonenkreis 90° abtrigt (Bild 1.18). Z’ bezeichnet zugleich die den
beiden Flachen gemeinsame Richtung ihrer Schnittkante. Umgekehrt gelangt man ebenso einfach
von einem vorgegebenen Zonenpol Z' zu dem zugehdrigen Zonenkreis durch P’y und P’,

Eine weitere Aufgabe, die sich mit Hilfe des WULFFschen Netzes 16sen lésst, ist die Frage
nach dem von zwei Zonenkreisen eingeschlossenen Winkel a. Hierzu zeichnet man die zu den
beiden Zonenkreisen gehdrenden Zonenpole Z'; und Z', nach dem Vorgehen von Bild 1.18 und
zahlt deren Winkelabstand auf einem Meridian des WULFFschen Netzes aus (Bild 1.19). Der
Schnittpunkt P’ bezeichnet zugleich den Pol der beiden Zonen gemeinsamen Flache. — Einen
Kleinkreis um einen Pol P’ im Winkelabstand pp kann man zeichnen, indem man einen Durch-
messer des WULFFschen Netzes durch den Punkt P’ legt und auf diesem den Winkelbetrag pp
nach beiden Seiten abzdhlt. Damit hat man den Durchmesser des gesuchten Kleinkreises, den
man nun mit einem Zirkel ausziehen kann. Man beachte, dass der Mittelpunkt dieses Kreises
im Allgemeinen nicht mit der Projektion P’ des Mittelpunktes des Kleinkreises der Polkugel
zusammenfallt!
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Bild 1.18. Zonenkreis (Grofskreis) durch zwei Bild 1.19. Winkel o. zwischen zwei Zonenkreisen
Flichenpole P'y und P'y und zugehoriger Zonen-  (Grofskreisen) in der stereographischen Projek-
pol Z' in der stereographischen Projektion. tion.

Die angefiihrten sowie weitere einschldgige Aufgaben lassen sich auch ohne WULFFsches Netz
durch geometrische Konstruktion nur mit Zirkel und Lineal oder — ohne Bezug auf eine Projek-
tion — rein rechnerisch 16sen (vgl. die weiterfithrende Literatur, z. B. E. FISCHER; H. TERTSCH;
M. J. BUERGER; S. HAUSSUHL; ferner BOHM und WADEWITZ [1.1] sowie WHITTAKER [1.2]). Die
Berechnung von Winkelbezichungen erfolgt mit den Methoden der sphérischen Trigonometrie:
Drei sich schneidende GroBkreise auf der Polkugel bilden ein sphédrisches Dreieck, bestehend aus
den drei Seiten a, b, ¢ und den ihnen jeweils gegeniiberliegenden Winkeln a, £, y (Bild 1.20).
Durch je drei dieser sechs Stiicke, die nicht mit den vorn genannten Gitterparametern zu verwech-
seln sind, werden ein sphérisches Dreieck und damit dessen iibrige Stiicke bestimmt. Je nachdem,
um welche der Stiicke es sich dabei handelt, lassen sie sich nach folgenden allgemeinen Formeln
berechnen:

sin a/sina = sinb/sinf} = sinc/siny (Sinussatz)
cos a=cos b cos ¢ +sin b sin ¢ cos a
cos b =cos ¢ cos a + sin ¢ sin a cos S (Seitenkosinussatz)

cos ¢ = cos a cos b + sin a sin b cos y

cosa =—cos ff cos y + sin ff sin y cos a

cosfl =—cos y cos a + sin y sin o cos b (Winkelkosinussatz)
cosy =—cos a cos f§ + sin a sin f cos ¢

Zu ihrer Herleitung und der weiteren Ausfithrung von Methoden der sphérischen Trigonometrie
sei auf die mathematische Standardliteratur verwiesen.

Interpretiert man im Bild 1.20 die Punkte 4, B, C als Pole dreier Fldachen, die sich in einer kor-
perlichen Ecke schneiden, so sind die Dreieckseiten a, b, ¢ die Winkel zwischen den betreffenden
Flachennormalen. 4, B, I" bezeichnen die Richtungen der an der Ecke zusammenlaufenden Kan-
ten; mithin erhélt man die Winkel zwischen diesen Kanten als Supplemente der Winkel a, f3, y.

Die stereographische Projektion ist besonders fiir Ubersichtsdarstellungen der ganzen Polkugel
sehr zweckmiBig und wird deshalb im folgenden bevorzugt benutzt.

Neben der winkeltreuen stereographischen Projektion wird fiir spezielle Zwecke eine fldichen-
treue Abbildung der Polkugel auf die Aquatorebene verwendet. Diese Projektion geht auf LAM-
BERT (1772) zuriick und wurde von SCHMIDT [1.3] weiterentwickelt. Ein Pol P mit der Poldistanz

p wird in dieser Abbildung in einer Distanz p" =RJ2 sin(p/2) vom Mittelpunkt N’ (mit R als

Radius der Polkugel) eingetragen. Die kartesischen Koordinaten der Abbildung P" eines Pols P
(vgl. Bild 1.16) lauten:

x=p" cosp=R2 sin(p/2) cosp, y=p" sing = R2 sin(p/2) sing
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mit ¢ als Azimut des Pols P. Als Analogon zum WULFFschen Netz wird das flichentreue
ScHMIDTsche Netz dann benutzt, wenn flachenhafte Gebiete oder Verteilungen auf der Polkugel
zu vergleichen sind, unter anderem bei der Darstellung von Gesteinsgefiigen.

Bild 1.20. Sphdrisches Dreieck ABC
(Poldreieck) und Polardreieck ABI".

Zur Veranschaulichung der Winkelbezie-
hungen wurde der Pol 4 in den Mittel-
punkt gelegt. AB7 sind die Zonenpole der
Dreieckseiten (GroBkreise) a, b, c. Ste-
reogramm.

Gnomonische Projektion

Bei der gnomonischen Projektion wird die Polkugel von ihrem Mittelpunkt aus auf die durch den
,Nordpol“ N verlaufende Tangentialebene projiziert (Bild 1.21). Die Projektion P’ eines Flidchen-
pols P auf der Polkugel mit der Poldistanz p erhilt dabei einen Abstand p’ = R tanp vom Mittel-
punkt N des Gnomonogramms (R Radius der Polkugel).

N
FE i

P

NI

Bild 1.21. Gnomonische Projektion.

Die kartesischen Koordinaten der gnomonischen Projektion P’ eines Pols P lauten:

x = p'cosp = R tanp cosg,
y =p'sing = R tanp sing.
Die gnomonische Projektion ist weder flachen- noch winkeltreu. Sie hat den weiteren Nachteil,
dass mit Anndherung der Poldistanz p an 90° die Entfernung der Projektionspunkte vom Mittel-
punkt gegen unendlich geht. Die Positionen der Pole von Flichen mit p = 90° werden deshalb
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durch Pfeile angedeutet. Beispiele fiir gnomonische Projektionen sind die Bilder 1.26 und 1.28.
Ein wesentlicher Vorteil einer gnomonischen Projektion besteht darin, dass die Pole tautozonaler
Flachen jeweils auf einer Geraden (als Projektion eines GroBkreises) abgebildet werden. Das
heiflt, dass die Zonen als das charakteristische Merkmal einer Kristallgestalt im Gnomonogramm
einfach mit dem Lineal festgestellt und ausgezogen werden konnen, wihrend man im Stereo-
gramm Kreise mit z. T. unbequem groBem Radius aufsuchen und zeichnen muss. Deshalb wird
fiir graphische Auswertungen die gnomonische Projektion bevorzugt.

1.3. Grundgesetze der Kristallmorphologie

1.3.1. MILLERsche Indizes

Wie im vorangegangenen Abschnitt ausgefiihrt, wird eine Kristallfliche durch die Winkelkoordi-
naten ihrer Flichennormalen auf der Polkugel beschrieben. Eine andere Moglichkeit zur Be-
schreibung einer Kristallfliche besteht darin, ihre Lage in bezug auf ein Achsensystem anzugeben.

Sei ein Achsensystem durch drei (linear unabhéngige) Vektoren a, b, ¢ gegeben, so wird eine
Ebene durch ihre Schnittpunkte 4, B, C mit den drei Achsen bzw. durch die betreffenden Achsen-
abschnitte OA4, OB, OC bestimmt (Bild 1.22). Driickt man die Achsenabschnitte OA4, OB, OC
durch die Langen a, b, ¢ der Vektoren aus: OA4 = ma; OB = nb; OC = pc, so ist die Ebene in einem
gegebenen Achsensystem auch durch das MafBzahlentripel m, n, p festgelegt, die auch als WEs-
sche Indizes bezeichnet werden. Nach den Sétzen der analytischen Geometrie geniigen alle
Punkte X der Ebene mit den Koordinaten x, y, z der Bedingung (Ebenengleichung):

xm+ymn+zp=hx+ky+ilz=1

mit den reziproken Malizahlen der Achsenabschnitte z = 1/m; k= 1/n; [ = 1/p, den sog. Indizes der
Flache. Bei einer Kristallfliche kommt es, wie gesagt, nur auf die Richtung ihrer Flaichennorma-
len an, wéihrend ihr Abstand zum Ursprung des Achsensystems unwesentlich ist. Offensichtlich
dndert sich die Flachennormale nicht, wenn wir die Fliche parallel zu sich verschieben, d. h.,
wenn wir die Achsenabschnitte alle proportional um den gleichen Faktor vergrofern oder verklei-
nern. Zur Beschreibung einer Kristallfliche bendtigt man deshalb nicht die Achsenabschnitte als
solche, sondern es geniigt, das Verhdltnis der Achsenabschnitte O4 : OB : OC = ma : nb : pc bzw.
auch nur das Verhiltnis der MaBzahlen m : n : p oder der Indizes 4 : k : [ anzugeben. Jedes dieser
Verhiltnisse bestimmt eineindeutig die Richtung der Flachennormalen (in einem gegebenen Ach-
sensystem): Ist die Flaichennormale beispielsweise durch die Winkel p,, ps, p. gegeben, die sie mit
den Achsen einschlieBt (vgl. Bild 1.22), so gilt in den beziehentlichen Dreiecken AOM, BOM bzw.
COM (wegen der rechten Winkel beim FuBpunkt M):

cosp, = OM/OA; cosp, = OM/OB; cosp. = OM/OC,

und man erhélt als Verhéltnis dieser Richtungskosinus das reziproke Verhéltnis der Achsenab-
schnitte:

11 1 1 1 1 _hk I

COSP, 1 COSP, : COSP, =— i—— i —=— i — = ——,
Pa P P04 0B OC ma nb pc a b c

Gehen wir davon aus, dass Kristallflichen mit Netzebenen korrespondieren, so haben wir es bei
der morphologischen Beschreibung von Kristallen nicht mit irgendwelchen beliebigen Flachen zu
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Bild 1.22. Achsenabschnitte einer Fldche.
a b h Flachennormale; M FuBpunkt auf der Fldche.

tun, sondern wir haben Flichen zu betrachten, die zu Netzebenen parallel sind. Dazu wéhlen wir
die Vektoren a, b, ¢ des Achsensystems so, dal} sie eine Basis des Gitters des betreffenden Kris-
talls darstellen (d. h., wir wéhlen ein dem Kristall angepaltes ,.kristallographisches® Achsensys-
tem). In einem solchen Achsensystem haben alle Gitterpunkte X ganzzahlige Koordinaten, welche
mit u, v, w (anstelle von x, y, z) bezeichnet werden sollen, um ihren ganzzahligen Charakter her-
vorzuheben. Eine Netzebene wird durch drei Gitterpunkte X;, X,, X; bestimmt. Sei diese Netz-
ebene durch die Indizes 4, k, / gekennzeichnet, so geniigt jeder dieser drei Punkte mit seinen Ko-
ordinaten u; v, w; der betreffenden Ebenengleichung:

hu, + ko +lw =1
huz+k02+lW2: 1
hu3+kl)3 +IW3 =1.

Hiermit haben wir ein lineares Gleichungssystem fiir die Indizes #, &, [. Losen wir es auf (was hier
nicht explizit ausgefiihrt wird), so erhalten wir — da die Koordinaten u;, v;, w;, alle ganzzahlig
sind — fiir die Indizes 4, k, [ einer Netzebene stets rationale Zahlen. Dementsprechend sind auch
die MaBzahlen m = 1/h; n = 1/k; p = 1/] der Achsenabschnitte einer Netzebene rational. Die MaB-
zahlen einer zur Netzebene parallelen Kristallfliche erhilt man daraus durch Multiplikation mit
einer beliebigen (also u. U. auch irrationalen) Zahl, so da} diese MaBzahlen nicht von vornherein
rational zu sein brauchen. Hingegen bleibt ihr Verhiltnis m : n : p stets rational, so daB3 in diesem
Sinne eine Kristallfliche durch ein Tripel rationaler MaBzahlen beschrieben wird — vorausgesetzt,
man bezieht sich auf ein dem Gitter angepasstes kristallographisches Achsensystem. Multipliziert
man die MaBizahlen mit dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen ihrer Nenner (wodurch sich ihr
Verhiltnis nicht dndert), so 146t sich das Maf3zahlentripel m : n : p als ein Verhiltnis zwischen
ganzen, teilerfremden Zahlen ausdriicken. Besonders hervorgehoben sei noch einmal, daf3 nur das
Verhiltnis m : n : p der Mallzahlen der Achsenabschnitte einer Kristallflache rational ist, nicht
jedoch das Verhéltnis ma : nb : pc der Achsenabschnitte selbst. Auch das Achsenverhéltnis
a:b:c=alb:1:c/beines Kristalls ist im allgemeinen nicht rational.

Rational ist hingegen wieder das Verhiltnis der reziproken Mallzahlen der Achsenabschnitte
I/m:1/n:1/p=nh:k:I[ dh. das Verhiltnis der Indizes einer Kristallfliche. Die gemeinsame
Multiplikation mit dem kleinsten gemeinschaftlichen Vielfachen ihrer Nenner dndert nichts an
ihrem Verhéltnis, so dass auch das Indextripel 4 : k : [ ganzzahlig und teilerfremd angegeben wer-
den kann. In dieser Form bezeichnen wir sie als MILLERsche Indizes einer Kristallfliche und
schlieBen sie als Flichensymbol (%47) in runde Klammern ein.

Fiir den Umgang mit solchen Fliachensymbolen prige man sich ein: Die MILLERschen Indi-
zes beruhen auf dem Verhéltnis der reziproken Achsenabschnitte! Einige Beispiele: Bild 1.23
zeigt eine von den Basisvektoren b und ¢ aufgespannte Netzebene mit den Spuren (Schnittli-
nien) I, II, IIT und III" einiger weiterer Netzebenen (der Basisvektor a4 weise nach vorn aus der
Zeichenebene heraus). Die Flache (Netzebene) I bildet die Achsenabschnitte 35 und 3¢, folg-
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lichgiltn:p=1:1sowie k:[=1:1. Bei der Fliche (Netzebene) II haben wir entsprechend
2bund le;n:p=2:1;k:1=1:2,und bei der Fliche (Netzebene) III haben wir 35 und 2¢; n :
p=3:2;k:1=2:3.Die Flache (Netzebene) IIl', die zu III parallel ist, bildet die Achsenab-
schnitte /2 und ¢/3 (was wir aus der Ahnlichkeit der Dreiecke BOC und B'O'C’ schlussfolgern
konnen); das flihrt gleichfalls auf n : p =3 : 2 sowie £k : [ =2 : 3 (wie fiir IIT). Mithin erhalten
wir die folgenden Fliachensymbole:

S Bild 1.23. Zur Indizierung von Netzebenen.
B~ I...(h11), 11 ... (h12), I sowie IIT' ... (h23).

Der Index A bleibt hier unbestimmt, da die Abschnitte auf der a-Achse aus Bild 1.23 nicht her-
vorgehen. Nehmen wir noch ein weiteres Beispiel: Eine Flache (Netzebene) bilde die Achsenab-
schnitte 3a, 6b und 8c. Dann gilt:

h:k:Z:l:l:l:8:4:3.

368
Mit diesen MILLERschen Indizes erhalten wir das Flachensymbol (843) (sprich: ,,acht — vier —
drei*; bzw. sprich fiir (111): ,,eins — eins — eins*, nicht etwa ,,hundertelf*!).

Verléuft eine Flache parallel zu einer Achse und schneidet sie nicht, so setzt man beziiglich
dieser Achse den Index O (null), und die Flachensymbole haben die Form (04/) fiir die Fliachen
parallel zur a-Achse, (40/) fiir Flichen parallel zur b-Achse und (4k0) fiir Flichen parallel zur
c-Achse. Schlieilich kann eine Flache auch nur eine Achse schneiden und parallel zu den beiden
iibrigen verlaufen. Man erhilt dann das Symbol (100) — anstelle (200) — fiir eine Fliche, die nur
die a-Achse schneidet, das Symbol (010) fiir eine Fldche, die nur die b-Achse schneidet, und das
Symbol (001) fiir eine Fléache, die nur die c-Achse schneidet.

Betrachten wir nun als Beispiel fiir die Indizierung der Flidchen eines Kristallpolyeders den
im Bild 1.24 dargestellten Schwefelkristall. Die Kristalle gehdren zum rhombischen Kristall-
system, bei dem die Achsen senkrecht zueinander stehen. Aus den Gitterkonstanten a =
1,04 nm, b = 1,284 nm, ¢ = 2,437 nm folgt ein Achsenverhiltnis a : b : ¢ = 0,813 : 1 : 1,897.
Die mit p gekennzeichnete Fldche schneidet die a-Achse und wiirde bei einer Verldngerung die
b-Achse und die c-Achse so schneiden, dass sich die Achsenabschnitte wie 1a : 15 : 1¢ verhal-
ten. Das Fldchensymbol lautet demnach (111). Die Fliche p’ bildet Achsenabschnitte von glei-
cher Linge wie die Flache p, nur wird die 5-Achse auf ihrer negativen Seite geschnitten. Des-
halb erhalten wir einen negativen Index & = —1. Im Symbol wird das Minuszeichen iiber den
betreffenden Index gesetzt, und es lautet (111) (sprich: ,,eins — minus eins — eins“!). Entspre-
chend gestalten sich die Indizes der iibrigen p-Flachen, wobei die auf der Riickseite des Kris-
talls liegenden Flichen negative Indizes fiir 4 erhalten. Die Menge aller p-Flachen, deren kor-
respondierende Achsenabschnitte dem Betrag nach untereinander gleich sind, wird als Form
bezeichnet (eine strengere Definition der Form wird im Abschn. 1.5.6. gegeben). Man symboli-
siert eine Form, indem die Indizes der Ausgangsflidche in geschweifte Klammern eingeschlos-
sen werden, also {hkl} bzw. in unserem Fall {111}.
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Bild 1.24. Kristall des rhombischen Schwefels. Bild 1.25. Flichenreicher Kristall von
Schwefel.

Flichen an der Vorderseite des Kristalls: p(111); p’(111);
P (11T ); p (111 ); s(113); s'(113 ); s”(113 ); s™(113); Nach F. C. PHILLIPS.
n(011); n'(011 ); 1(013); r'( 013 ); c(001).

Am dargestellten Schwefelkristall sind noch weitere Formen vorhanden. So wiirde die Fldche s
(bei ihrer Verldngerung) Achsenabschnitte bilden, die sich wie 3a : 3b : 1¢ verhalten; demgemal
lautet das Symbol (113) (falsch wére 331; nicht die Bildung der Kehrwerte vergessen!). Auf3er-
dem gibt es die Fliache n, die Achsenabschnitte im Verhéltnis 15 : 1¢ bildet und die a-Achse (auch
bei Verldngerung) nicht schneiden wiirde; sie erhilt das Symbol (011). SchlieBlich schneidet die
Fléache c nur die c-Achse und erhélt (001).

Wihrend sich die Indizierung an einfachen Kristallpolyedern, wie im Bild 1.24, noch anschau-
lich durchfiihren 148t, muB in komplizierteren Fillen, wie im Bild 1.25, eine goniometrische Mes-
sung (vgl. Abschn. 1.3.2.) vorgenommen werden. Die so ermittelten Winkelkoordinaten der Fla-
chenpole werden am zweckmiBigsten in einer gnomonischen Projektion (vgl. Bild 1.21)
dargestellt. Da die Pole tautozonaler Flichen bei einer gnomonischen Projektion auf Geraden
projiziert werden, kann man im betreffenden Gnomonogramm sehr einfach mit einem Lineal die
wichtigsten Zonen aufsuchen und einzeichnen (Bild 1.26). Dabei ergibt sich ein dquidistantes
Vierecknetz, anhand dessen die Indizes der Flichenpole ohne weiteres angeschrieben werden
konnen: die Flachenpole (447) bilden gewissermalien ein zweidimensionales Gitter.

n7013 o 031
001 ze15 Go
i 35
103 #Ks '333\
302
101 313 \j111 131
21
31 Bild 1.26. Gnomonogramm des auf Bild 1.25 dargestellten
331 Schwefelkristalls.
Y100 10 Es ist nur ein Quadrant der gesamten Projektion dargestellt.

Diese wichtige Eigenschaft der gnomonischen Projektion wird aus Bild 1.27a ersichtlich, das
einen Schnitt durch die Ebene der a- und der c-Achse eines rthombischen Kristalls darstellt. Es
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sind die Spuren der Flidchen (001); (101); (201); (301) bzw. allgemein (401) eingetragen, welche
mit der c-Achse den Abschnitt 1¢ und mit der a-Achse die Abschnitte a/A bilden. Die Normalen
auf diese Flachenspuren ergeben die Pole Py; Py; ... P, dieser Flichen im Gnomonogramm. We-
gen der Ahnlichkeit der betreffenden Dreiecke 4,0C und OP,P, gilt jeweils

RR_OR = B_R

. sowie p, = hRcla,
oc 4,0 c alh

d. h., die Distanzen pj, sind proportional zum Index %, und die Pole P, der Flachen (401) haben im
Gnomonogramm untereinander den gleichen Abstand p;. Nun bestimmt jede Flache (£01) mit der
Flache (010) jeweils eine Zone, die alle im Gnomonogramm zueinander parallele Geraden erge-
ben; nach dem Vorherigen miissen diese Geraden auch dquidistant sein. — Legen wir hingegen
einen zum Bild 1.27a senkrechten Schnitt durch die Ebene der - und der c-Achse, so gilt eine
analoge Betrachtung fiir die Serie der Flachenpole (001); (011); (021) bzw. allgemein (0k1). Sie
bestimmen im Gnomonogramm gleichfalls eine Schar paralleler, dquidistanter Geraden, diesmal
als Zonen der Flachenpaare (0k1) und (100). Beide Geradenscharen stehen zueinander senkrecht
und bilden das fiir die Indizierung maB3gebliche Rechtecknetz.

s
41 ] P1 ¥

WD,

Bild 1.27. Zur Indizierung eines Gnomonogramms.

Links: rhombisches Kristallsystem; rechts: monoklines bzw. triklines Kristallsystem.

Die bisherige Betrachtung gilt flir rechtwinklige Achsensysteme. Bei den schiefwinkligen
(monoklinen und triklinen) Achsensystemen fillt die Flaichennormale der Fldche (001) nicht mit
der c-Achse zusammen, letztere wird aber trotzdem als Mittelpunkt N des Gnomonogramms bei-
behalten. Damit projizieren sich die Fldchenpole (010) und (100) wie bei den anderen Achsensys-
temen ins Unendliche, und sowohl alle Zonen mit der Flache (010) als auch alle Zonen mit der
Flache (100) bilden je eine Schar paralleler Geraden. Bild 1.27b zeigt zunéchst fiir einen mono-
klinen Kristall wieder einen Schnitt durch die Ebene der a- und der c-Achse (die jetzt miteinander
den ,,monoklinen” Winkel /8 einschlieen) sowie die Spuren und Pole der Flachen (001); (101);
(201) ... bzw. allgemein (%#01). Auch hier sind jeweils die Dreiecke 4,0C und OP,P, dhnlich, und
es gilt

RE _OR baw. Py _Rising
oCc 4,0 c alh

sowie p,=hRclasin f.
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Die Distanzen p,, sind also gleichfalls proportional zum Index /%, so daB3 sich im Gnomonogramm
wieder eine Schar dquidistanter, paralleler Geraden ergibt (Bild 1.28a). Allerdings liegt der Mit-
telpunkt N des Gnomonogramms nicht auf einer solchen Geraden.

ill i \777 \7‘07,! \7‘71 \727
X X ¥

071 001 on 021,10 ; on %; oo \m ;021 i1l

~
=
—y
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171 101 i 121 771 Py 101 " 721
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Bild 1.28. Netz der Flichenpole im Gnomonogramm.

Links: fiir einen monoklinen Kristall; rechts: fiir einen triklinen Kristall; N Mittelpunkt des Gnomonogramms (Posi-
tion der c-Achse).

Interpretieren wir nun Bild 1.27b fiir einen triklinen Kristall als einen Schnitt durch die c-
Achse parallel zur Flache (010). Im triklinen Kristallsystem steht die b-Achse nicht senkrecht zur
a- und c-Achse, so daB} die im Bild 1.27 b dargestellten Flidchenpole P;, P, ... jetzt Flichen dar-
stellen, die auch die h-Achse schneiden wiirden, allerdings mit im allgemeinen nichtrationalen
Achsenabschnittsverhdltnissen. Solche nichtrationalen Fldchen korrespondieren zwar mit keiner
Gitterebene und treten deshalb am Kristall auch nicht auf, sie gehdren aber gleichfalls zur betref-
fen den Zone mit (010). Damit bilden sich also auch im triklinen System die betreffenden Zonen
im Gnomonogramm als Scharen dquidistanter Geraden ab. Die zweite Schar dquidistanter Gera-
den ergibt sich analog aus einem Schnitt durch die c-Achse parallel zur Flache (100). Beide Scha-
ren von Geraden (Zonen) bilden ein im allgemeinen schiefwinkliges Netz, auf welchem die Fl&-
chenpole angeordnet sind (Bild 1.28b). — Schon hier sei auf die Analogie des gnomonischen
Netzes mit dem reziproken Gitter (s. Abschn. 5.1.4.) hingewiesen.

1.3.2. Zonen und Fliachen

Zwei Flachen eines Kristalls bestimmen mit ihren Polen einen GroBkreis auf der Polkugel und
somit eine Zone. Gekennzeichnet wird eine Zone durch ihre Zonenachse, die senkrecht auf der
Ebene des Groflkreises, d. h. auch senkrecht zu den beiden Flichennormalen steht. Somit verlduft
die Zonenachse parallel zu beiden Flichen und bezeichnet gleichzeitig die Richtung der Kante, in
der sich die beiden Flachen am Kristall schneiden (vgl. Bild 1.18).

Die Symbole der beiden Flachen seien (414/;) und (h,:k,l;). Legen wir beide Fliachen durch den
Ursprung des entsprechenden kristallographischen Achsensystems, so lauten die betreffenden
Ebenengleichungen:

h1x+k1y+11220
hox + kyy + Lz =0.

Die Schnittkante der beiden Flachen ist dann eine gleichfalls durch den Ursprung verlaufende
Gerade, die mit der Zonenachse zusammenfallt. Die Punkte X dieser Geraden mit den Koordina-
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ten x, y, z miissen beide Ebenengleichungen simultan erfiillen. Diesen Bedingungen geniigen, wie
man leicht nachpriift, alle Punkte X mit den Koordinaten:

X = t(kllz — kzll), y= t(llhz — lzhl), z= t(hlkz — hzkl)

mit ¢ als einer beliebigen Zahl. Nun sind die 4, k; [; (fir Kristallflichen) alle ganzzahlig. Setzen
wir ¢ = 1, so erhalten wir daher einen Punkt X; der Geraden, dessen Koordinaten gleichfalls alle
ganzzahlig sind, d. h., es handelt sich um einen Gitterpunkt. Seine Koordinaten wollen wir des-
halb mit u, v, w bezeichnen:

u= kil = kyly; 0= Ly — Ly w= hik, — hok,.
Diese Beziehungen lassen sich leicht nach folgendem Schema merken:
hy |k 4 by Ry 4
NA NN N\
WA IVA"
hy |ky 1y hy ky| L

u v w

Die betreffende Gerade ist zu zeichnen, indem man den Ursprung des Achsensystems mit dem
Gitterpunkt X; verbindet (Bild 1.29). Mit dem Gitterpunkt X; liegen auch alle Gitterpunkte X, mit
den Koordinaten vu, vo, vw und v als einer beliebigen ganzen Zahl auf dieser Geraden, d. h., es
handelt sich um eine Gittergerade. Sofern die nach dem obigen Schema ermittelten Koordinaten
noch einen gemeinsamen ganzzahligen Faktor enthalten, kann man sie durch diesen Faktor divi-
dieren und erhilt so die Koordinaten des dem Ursprung zunichstgelegenen Gitterpunktes der Git-
tergeraden. In dieser ganzzahligen, teilerfremden Form bezeichnet man das Koordinatentripel u, o,
w als Indizes einer Richtung (Gittergeraden) bzw. auch als Indizes einer Zone oder einer Kante
und schlieft sie als Symbol [uow] in eckige Klammern ein.

ﬂ
b
IR [

] . Xy
a b
QO
[100] B
To10] \%

Bild 1.29. Koordinaten eines Gitterpunktes X, Bild 1.30. Winkel zwischen vier Fldchenpolen.
(Zonen- bzw. Richtungssymbol).

Die Achsen (Basisvektoren) a, b, ¢ bezeichnen das
Polardreieck zum Poldreieck ABC. Ihre Anordnung
entspricht der konventionellen Aufstellung im trikli-
nen Kristallsystem. Stereogramm.

Wie bei den MILLERschen Indizes kommt es also auch bei den Richtungsindizes nur auf das Verhélt-
nis der Koordinaten u : v : w an, welches demnach fiir die Punkte einer Kristallkante bzw. einer Zonen-
achse gleichfalls rational ist — vorausgesetzt, man bezieht sich wie dort auf ein dem Gitter angepasstes
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kristallographisches Achsensystem. Im Gegensatz zu den MILLERschen Indizes werden bei der Herlei-
tung der Richtungsindizes keine Kehrwerte gebildet, sondern es wird direkt das Verhéltnis der Koordi-
naten eines Punktes der betreffenden Geraden angegeben. Allerdings werden in praxi an einem Kristall-
polyeder weder Kanten noch Richtungen vermessen, sondern ausschlieBlich die Winkel zwischen den
Kristallflichen bzw. deren Winkelkoordinaten. Aus den letzteren leitet man die Indizes der Flachen und
aus diesen wiederum (nach obigem Schema) die Indizes der von ihnen gebildeten Kanten und Zonen ab.

Bei Richtungen, die nicht in allen drei Achsenrichtungen Komponenten haben, erscheint be-
ziiglich der betreffenden Achse der Index 0 (null). So erhélt z. B. die a-Achse selbst das Symbol
[100], die b-Achse das Symbol [010] und die c-Achse das Symbol [001]. Auch negative Indizes
konnen sich ergeben. Man beachte, dass ein Richtungssymbol [uvw] im Allgemeinen nicht das
Symbol der Flichennormalen der Fldche (uow) mit gleichlautenden Indizes darstellt. Eine solche
Beziehung besteht nur fiir kartesische Koordinaten, d. h. bei einem kubischen Achsensystem.

Wie wir gesehen haben, bestimmen zwei Flachen (4,k,/,) und (h.k,/,) eine Richtung bzw. Zone
[uow]. Umgekehrt bestimmen zwei Zonen bzw. Richtungen [u;0,w;] und [u,0,w,] eine beiden
gemeinsame Fliche (4kl). Aus der Ebenengleichung folgen die Bedingungen:

hu1 + kl)l + lWl =0
hl/lz + kl)2 + le = 0,

und man erhilt:
h:k:l= (DIWQ — l)zW]) . (W1u2 — qul) . (ull)z — MzU]).

Auch hierfiir gibt es ein analoges, einfaches Merkschema:

Uq V4 Wy w Yy wy
N N\ A\ A
VA WA A"

Uy Ypg Wy Uy Uy Wy
h k 1

Das gewonnene Indextripel 4, k, / ist gegebenenfalls noch teilerfremd zu machen und stellt so das
gesuchte Fldchensymbol (hk/) dar.

Ubrigens liefert die iibersichtliche Darstellung der Beziehungen zwischen Flichen und
Zonen wie auch bereits das einfache Indizierungsschema fiir Flichenpole in einem Gnomono-
gramm eine Rechtfertigung dafiir, dass bei der Formulierung der Flachenindizes (hk7) durch die
Bildung von Kehrwerten der Malizahlen der Achsenabschnitte zundchst etwas umstdndlich
verfahren wurde.

Es ist das grundlegende phdnomenologische Merkmal der Kristalle, dass sich sowohl ihre Fla-
chen als auch ihre Zonen bzw. Kanten durch rationale Indizes bzw. durch Verhéltnisse zwischen
ganzen Zahlen darstellen lassen. Wesentlich ist, dass es sich dabei — zumindest fiir die Indizes der
wichtigsten (d. h. der groBten und héufigsten) Kristallflichen und Zonen — um kleine ganze Zah-
len handelt. Durch hinreichend grofle ganze Zahlen kénnte man ndmlich jedes Verhiltnis beliebig
genau approximieren; darin ldge keine Besonderheit. Diese morphologische GesetzméBigkeit
wird als Rationalitiitsgesetz, gelegentlich auch als Rationalitdtsregel oder Rationalititsprinzip
bezeichnet, denn genaue Winkelmessungen ergeben in vielen Fillen aus verschiedenen Griinden
Abweichungen von den theoretischen Werten. Zuweilen findet man fiir das auf HAUY (1784) zu-
riickgehende Rationalitétsgesetz auch die Bezeichnungen ,,Gesetz der rationalen Indizes* sowie —
irrefiihrenderweise — ,,Gesetz der rationalen Achsenabschnitte®, denn die letzteren bzw. deren
Verhéltnis ma : nb : pc = a/h : blk : c/l brauchen keineswegs rational zu sein — genauso wenig wie
das kristallographische Achsenverhéltnis a : b : ¢ = a/h : b/k : c/I, welches fiir die einzelnen Kris-
tallarten spezifisch ist und mit dem Rationalitétsprinzip nichts zu tun hat.
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Seien an einem Kristall zwei Flachen (4k,/;) und (h,k,1;) gegeben, die — wie oben ausgefiihrt —
eine Zone [uow] bestimmen, so kann man durch Berechnung der Indizes u, v, w nach dem obigen
Schema leicht nachweisen, dass auch die Fliache (/;k315), gegeben durch:

hy=h +hy ks =k +hky; =1+ 1,
zur selben Zone gehdrt. Dasselbe gilt auch fiir alle Flachen (4343/3), die durch:
hy = Mhy + Wby ks = Mk + Mokos =M1+ Mol

mit A; und A, als beliebigen ganzen Zahlen gegeben werden. Das bedeutet, dass man aus zwei
Kristallflachen durch wiederholte Addition ihrer Indizes alle weiteren Kristallflachen dieser Zone
ableiten kann, was nach GOLDSCHMIDT (1897) als Komplikationsgesetz (Komplikationsregel) be-
zeichnet wird.

Die allgemeine Bedingung, dass drei Kristallflichen bzw. Ebenen (h1k111), (hykaly) und (hsksls)
derselben Zone angehoren, d. h. tautozonal sind, lautet:

hy (kaly = kaly) + ks (Lihy — biy) + I (hiky — hoky) = 0.

Man kann sie durch Einsetzen von ks, ks, /3 gemdBd der vorigen Beziehung leicht nachpriifen.
SchlieBlich sei ohne Ableitung noch die analoge Bedingung dafiir genannt, dass drei Geraden
[0,w1], [ua0,w2] und [uz03w3] komplanar sind, d. h., dass die betreffenden Zonen eine Flache
gemeinsam haben; sie lautet:

uz (0w, — VW) + 03 (WU, — Watty) + w3 (U0, — tz01) = 0.

Beide Bedingungen lassen sich am iibersichtlichsten in Form einer Determinanten schreiben:

bkl u v w
hk,L,|=0 U, L, w,|=0
hy ks I U3 Uy Wy

Seien an einem Kristall vier Fldchen, bezeichnet mit 4, B, C und P, gegeben, so kann man zwi-
schen diesen Flachen sechs Winkel messen, die allerdings nicht alle voneinander unabhéngig sind.
Gehoren jeweils keine drei der Flichen derselben Zone an, so sind fiinf der Winkel voneinander
unabhingig, wihrend sich der sechste Winkel konstruieren oder mit den Methoden der sphéri-
schen Trigonometrie berechnen ldsst (Bild 1.30). Mithin hat man durch vier derartige Kristallfla-
chen fiinf Bestimmungsstiicke, durch welche der Kristall morphologisch vollstindig bestimmt
ist — entsprechend den fiinf morphologischen Parametern a, f, y, a/b, ¢/b eines Achsensystems.
Um ein solches Achsensystem zu bestimmen bzw. um den Kristall, wie man sagt, ,,aufzustellen®,
geht man folgendermafBlen vor: Den betreffenden Flichen werden (willkiirlich) Symbole, z. B.
A—(100), B—(010) und C—(001) zugeordnet. Damit legt man die Richtung der a-Achse senkrecht
zur Zone BC, die der b-Achse senkrecht zur Zone CA und die der c-Achse senkrecht zur Zone AB
fest. Zugleich hat man die Winkel a, 5, y zwischen den Achsen. SchlieBlich ordnet man der vier-
ten Flache P (gleichfalls willkiirlich) z. B. das Symbol (111) zu, womit man das Achsenverhéltnis
erhdlt: Aus den Winkeln ppa, ppg, ppc, Welche die Flichennormale von P mit den Achsen ein-
schlieft, erhilt man in diesem Fall:

cosppg/cosppa=a/b und cosppp/cosppc = ¢/b.

Damit ist das Achsensystem mit seinen Parametern in bezug auf den Kristall festgelegt, und die
Indizes aller weiteren Fldchen und Zonen sind bestimmt. Die metrischen Parameter eines Kristalls
werden heute nur noch selten auf diese klassische Weise durch Winkelmessungen gewonnen,
sondern durchweg mittels rontgenographischer Methoden bestimmt.
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Man kann auch eine andere Zuordnung von Fliachensymbolen treffen und damit ein Achsen-
system mit anderen Parametern bzw. eine andere ,,Aufstellung® des Kristalls wéhlen.

Im allgemeinen Fall eines triklinen Kristalls wird die Aufstellung iiblicherweise wie im
Bild 1.30 so vorgenommen, dass die c-Achse vertikal nach oben und die Normale auf die a-c-
Ebene, d. h. auf die (010)-Flache, horizontal nach rechts gerichtet sind. AuBBerdem werden a > 90°
und S > 90° gewihlt, so dass die a-Achse nach vorn unten, die b-Achse nach rechts hinten unten
gerichtet erscheinen und im Stereogramm als leere Kreise darzustellen sind. SchlieBlich wird die
Flache (111) so angenommen, dass Achsenverhiltnisse ¢/b < a/b < 1 entstehen.

Geht man an einem Kiristall von vier Flichen aus, von denen keine drei derselben Zone angehd-
ren diirfen, so ldsst sich aus je zwei dieser Flachen eine Zone ableiten. Je zwei Zonen bestimmen
ihrerseits weitere Fldchen, diese wieder weitere Zonen usf. Auf diesem Wege lassen sich alle Fla-
chen mit rationalen Indizes ableiten, d. h. alle Flachen, die am Kristall vorkommen bzw. vorkommen
konnen; man sagt, die Fldchen stehen miteinander im Zonenverband. Dieses Zonenverbandsgesetz
wurde erstmals von CHRISTIAN SAMUEL WEIB (1819) ausgesprochen. Demnach weisen auch sehr
flachenreiche Kristalle nur wenige Scharen paralleler Kanten auf. Polyeder, die im Kristallreich
nicht vorkommen, d. h., die sich nicht durch rationale Indizes beschreiben lassen, haben diese
Eigenschaften des Zonenverbandes nicht — auch dann nicht, wenn sie flachenreich und regelméBig
sind, wie z. B. das reguldre Tkosaeder. Zonenverband und Rationalitdt sind letztlich Ausdruck der-
selben GesetzméBigkeit in der Morphologie der Kristalle und beruhen auf deren Gitterbau. Das gilt
auch fiir das Gesetz der Winkelkonstanz, das zuerst gefundene Grundgesetz der Kristallmorphologie.

Wir haben aus dem Gitterbau der Kristalle auf relativ einfache Weise die morphologischen
Grundgesetze ableiten und erkldren kdnnen, zu denen sich noch das Symmetrieprinzip gesellt, das
im Abschn. 1.5. behandelt wird. Die wissenschaftliche Entwicklung musste den umgekehrten
Weg gehen: Die grundlegenden Gesetze wurden aus dem Studium des Phanomens Kristall, durch
Untersuchungen der Morphologie erschlossen und daraus Vorstellungen iiber den Gitterbau der
Kristalle entwickelt. Diese Vorstellungen wurden durch die Entdeckung der Rontgeninterferenzen
an Kristallen durch v. LAUE, FRIEDRICH und KNIPPING (1912) eindrucksvoll bestitigt, womit sich
der Weg zu einer experimentellen Bestimmung der atomaren Struktur der Kristalle 6ffnete, von
deren Kenntnis wir heute ausgehen kdnnen.

1.3.3. Indizierung im trigonalen und hexagonalen Kristallsystem

Im trigonalen und hexagonalen Kristallsystem, die zusammen die hexagonale Kristallfamilie bil-
den (zur Definition vgl. Abschn. 1.6.5.), gibt es bei der Indizierung von Fliachen und Richtungen
(Zonen) einige Besonderheiten. Gewdhnlich bezieht man sich auf ein hexagonales Achsensystem,
wie es durch die Basisvektoren a, b, ¢ eines primitiven hexagonalen Gitters 2P (vgl. Bild 1.6)
gegeben wird und durch die Gitterkonstanten a = b # ¢ sowie die Winkel a = f = 90°; y = 120°
gekennzeichnet ist. Um die Indizes sowohl fiir die Flachensymbole (kk/) als auch fiir die Rich-
tungssymbole (Zonensymbole) [uvw] beziiglich dieser Achsen zu bilden, wird genauso verfahren,
wie es bei den anderen Achsensystemen und in den vorangegangenen Abschnitten ausgefiihrt ist.
Insofern bieten weder die Flachensymbole (#4/) noch die Richtungssymbole [uow] eine Beson-
derheit und sollten vorzugsweise dann in dieser normalen dreigliedrigen Form benutzt werden,
wenn man sie in Rechnungen einbeziehen will.

Die beiden gleich langen, sich unter 120° schneidenden Basisvektoren @ und b, bezeichnet man
auch als @, und a,. Betrachtet man eine Gitterebene, die von diesen Basisvektoren a; und a, auf-
gespannt wird (Bild 1.31), so ist ersichtlich, dass man dasselbe Gitter genauso mit den Vektoren
a, und a; oder auch mit a; und a; hétte aufspannen koénnen: Die Gittervektoren a;, @, und
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a; =—(a; + a,) sind gleichwertig, und es gilt: a; + a, + a; = 0 (Vektoraddition). Um diese Gleich-
wertigkeit (und damit die diesem Gitter innewohnende Symmetrie) zum Ausdruck zu bringen,
fiihrte BRAVAIS (1866) fiir das hexagonale Achsensystem die zusétzliche (und eigentlich iiber-
fliissige) as-Achse ein. Bei der Bildung der Fldchenindizes werden auch die reziproken Achsenab-
schnitte auf der a;-Achse beriicksichtigt und ein zusétzlicher Index 7 an die dritte Stelle im Sym-
bol (hkil) gesetzt. Man spricht dann von Br4vaisschen Indizes. Beispielsweise bildet die im Bild
1.31 eingezeichnete, durch die Punkte 4;, A; und 4, verlaufende Flachenspur die Achsenab-
schnitte OA4; = a; OA, = 2a und OA4; = — 2a/3 (die a;-Achse wird auf ihrer negativen Seite ge-
schnitten). Die Bildung der Kehrwerte der MaB3zahlen und deren Multiplikation mit 2 liefern das
Symbol (21 3 /) der Fliche (der Achsenabschnitt auf der senkrecht zur Zeichenebene stehenden c-
Achse und damit der Index / bleiben hier unbestimmt).

Bild 1.31. Ausschnitt einer hexagonalen Netzebene
mit Spur einer Fldiche.

Der zusitzliche Index i ist zur Kennzeichnung der Flache nicht erforderlich und wird bereits
durch % und k& bestimmt: Fiir die Achsenabschnitte OA4; = ma; OA, = na; OA; = oa einer beliebi-
gen Fliche gilt wegen der Ahnlichkeit der Dreiecke 4,04, und 4,4";4; sowie A3 43 = OA's = OA;
(gleichseitiges Dreieck):

OA; : OA4A; = (04, — OA43)/OA3bzw.: ma/na = (ma - pa)/pa
und man erhélt fiir 2 = 1/m; k = 1/n; i =— 1/p (da die a;-Achse negativ geschnitten wird):
h+k+i=0bzw.i=—(h +k).

Wenn % und k gegeben sind, kann man also nach dieser einfachen Beziehung den Index i sofort
dazuschreiben.

Man beachte jedoch, dass dieser Algorithmus nicht fiir die Richtungsindizes gilt! Fiir die Rich-
tungsindizes bleibt es am zweckmiBigsten, nur die a;-, a,- und die c-Achse zu beriicksichtigen
und keinen vierten Index anzugeben. Zum Zeichen, dass es sich um das hexagonale Achsensys-
tem handelt und noch eine gleichwertige a;-Achse vorhanden ist, wird bei den Richtungsindizes
an die dritte Stelle des Symbols oft ein Punkt [uv.w] gesetzt, der die Bedeutung von 0 hat. Fiir
Berechnungen (z. B. einer Zone aus zwei Flachen oder einer Fliache aus zwei Richtungen) benutzt
man sowohl beziiglich der Flachen als auch der Richtungen stets nur die dreigliedrigen Symbole.

Der Vollstindigkeit halber sei vermerkt, dass man auch viergliedrige Richtungssymbole
[u’v’t'w] einfiihren kann, doch hat dann der die as;-Achse betreffende Index ¢’ eine selbstindige
Bedeutung als zusétzliche Vektorkomponente, so dass beim Umschreiben von dreigliedrigen in
viergliedrige Richtungssymbole auch die beiden ersten Indizes u und v zu verdndern sind. Trivia-
lerweise bedeutet [uo.w] = [uvOw]. Fiir ein hexagonales Achsensystem gilt mit @; + @, + a; =0
(Vektoraddition) auch: ¢’a; + t’a, + t’a; = 0 (Nullvektor; ¢’ beliebige Zahl) und damit fiir die Vek-
torkomponenten eines Richtungsvektors:
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[uo.w] = [uoOw]=[u+t50+t"5t; wl=[uv't'w].

Verlangt man analog zu s+ k+i=0auchu’+ v’ + ¢ =0, so ergeben sich:
u'=QRu-v)3,v"’=Q2v—u)/3 und t'=—(u+0)/3

Umgekehrt erhélt man:
u=Qu +v)=u"—t" und v=Q2v +tu)=0v" -t

Die c-Achse und die sie betreffenden Indizes / und w bleiben unverdndert. Sofern u + p # 3n er-
hélt man ganzzahlige Indizes durch Multiplizieren aller vier Indizes mit 3:

[3u;30"3¢";3w].

Im Vorgriff auf Abschn. 5.1.4. (Reziprokes Gitter) sei noch angefiihrt, dass man ergéinzend zu
den ,,gewohnlichen® reziproken Vektoren a;* und a,* auch ,,symmetriegerechte reziproke Vek-
toren @’ *; a’,*; a’y* mit a’ * + a’,* + a’;* = 0 einfithren kann. Analog ergeben sich:

a’*=Qa;* - ay*)/3, a’,*=Qay* —a;*)/3und a’s*=— (a;* + a,*)/3 bzw.:
a*=2a’\*tab*=a’*—a’3*und a,*=2a’*+a’\*=a’*—a’*.
Die Vektoren a’\*; a’,*; a’;* und a,; a,; a; sind jeweils zueinander parallel. Fiir das innere Pro-
dukt A - r eines reziproken Vektors:

h=ha,*+ ka,*+ Ic* = ha’\* + ka’,* + ia’;* + Ic*
mit einem direkten Vektor:

F=ua, +va,+we=u'a,+v'a,+t'a; + we gilt:
h-r=hutko+lw=hu"+ko’ +it’+Ilw

Das hexagonal rhomboedrische Gitter AR (vgl. Bild 1.6), welches in seiner (hexagonalen) Elemen-
tarzelle zwei zusitzliche Gitterpunkte in den Positionen 2/3, 1/3, ., 1/3 und 1/3, 2/3, ., 2/3 enthilt,
lasst sich auch durch eine primitive rhomboedrische Elementarzelle beschreiben (s. Abschn. 1.2.). Der
Bezug zwischen beiden Elementarzellen geht aus Bild 1.32 hervor und wird durch die Relation
a =(2/3)a’ +(1/3)a} +(1/3) " (Vektoraddition) zwischen den betreffenden Basisvektoren fest-

gelegt (Index h fiir die hexagonale, Index r flir die rhomboedrische Elementarzelle). Neben dieser
meist bevorzugten obversen Aufstellung wird gelegentlich noch die reverse Aufstellung angewendet,
fiir welche eine hexagonale Elementarzelle benutzt wird, die gegeniiber der hexagonalen Elementar-
zelle der obversen Aufstellung um 60° gedreht ist. Die hexagonale Elementarzelle der reversen Auf-
stellung enthélt die zusdtzlichen Gitterpunkte in den Positionen 1/3, 2/3, ., 1/3 und 2/3, 1/3, ., 2/3,
und es besteht die Relation a] = (1/3)a]" +(2/3)a}" +(1/3)c" (vgl. Bild 1.32). Fiir beide Aufstel-
lungen rechnen sich die Parameter a;, und ¢, der hexagonalen Elementarzelle sowie a, und o, der
rhomboedrischen Elementarzelle folgendermaBien ineinander um (vgl. International Tables for Crys-
tallography):

a = 3a, ¢ sinZr = 3 oder cosa. = —(C“/a“)z —32
N3 T T o fBy (c,/a,)2 " (e la,)’ +3
a, =a.2—2cosa, =2a, sin(e,/2); ¢, =a.3+6cosa,

3+6cosa, 9
¢ la, = = — -3
2-2cosa, 4sin”(a,/2)




46 1. Kristallstrukturlehre und Kristallmorphologie

Bild 1.32. Ausschnitt des hexagonal rhomboedri-
schen Gitters.

Stark umrandet: hexagonale Elementarzelle, obverse
Aufstellung; strichpunktiert: reverse Aufstellung; gestri-
chelt: rhomboedrische Elementarzelle (vgl. Gittertyp AR
Qz=0;1 ®z-7/3 ®z=2/3 im Bild 1.6).

Der rhomboedrische Winkel a, wird nur durch das hexagonale Achsenverhéltnis c,/a, bestimmt
und umgekehrt.
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1 7121 Bild 1.33. Indizierung im trigonalen
N/ und hexagonalen Kristallsystem.

(ﬁw\ / x 7
Zﬁngﬂn In Klammern: MILLERsche Indizes (drei-

Ya (27N \ gliedrig); ohne Klammern: BRAVAISsche
! 1010 Indizes (viergliedrig). Stereogramm.

Die Indizierung von Flichen sowie von Richtungen bzw. Zonen kann sowohl unter Bezug auf
ein hexagonales als auch auf ein rhomboedrisches Achsensystem erfolgen. Im ersten Fall erhélt
man viergliedrige Symbole (BRAVAISsche Indizes); im zweiten Fall erhdlt man wie iiblich drei-
gliedrige Symbole, die wieder als MILLERsche Indizes bezeichnet werden (und sich im trigonalen
und hexagonalen Kristallsystem ausdriicklich auf ein rhomboedrisches Achsensystem beziehen).
Aus den geometrischen Beziehungen zwischen beiden Achsensystemen ergeben sich die folgen-
den Umrechnungsformeln fiir die Indizes der Flichen (obverse Aufstellung):

(h'k'l"y MILLER £ (hkil) BRAVAIS
h=h—i+Lk=k-h+0L1I'=i—-k+]
h=h"-k k=k'-17i=1'-h"I=h"+k'+1
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So bekommt z. B. die obere vordere Fliche der rhomboedrischen Elementarzelle die Indizes
(100)/MILLER oder (1011)/BRAVAIS — wie man anhand der Achsenabschnitte direkt nachpriifen
kann. Weitere Beispiele sind dem Bild 1.33 zu entnehmen. Fiir die Indizes von Zonen (Richtun-
gen) gelten folgende Umrechnungsformeln:

[u'v'w'] MILLER £ [uv.w] BRAVAIS (dreigliedrig)
u=ut+two=utovot+tww=-0+w
u=2u'"-v'-whio=u"+o-2wiw=u"+to' +w'

Das rhomboedrische Achsensystem und die betreffenden MILLERschen Indizes werden aller-
dings nur selten und fast ausschlieBlich fiir trigonale Kristalle benutzt. Trifft man jedoch beziig-
lich trigonaler oder hexagonaler Kristalle auf dreigliedrige Symbole, so kann man nicht von vorn-
herein voraussetzen, dass es sich um (rhomboedrische) MILLERsche Indizes handelt, sondern man
sollte sich vergewissern, ob es sich um (hexagonale) BRAVAISsche Indizes handelt, deren vierter
(bzw. in der Reihenfolge dritter) Index 7 nicht mitgeschrieben wurde.

AVAVAVAZ VI VI
VAVAS WA A

N

Y ~ PaS
Bild 1.34. Elementarzellen fiir ein hexagonal primitives Gitter hP.
I hexagonal primitive Elementarzelle; // thomboedrische Elementarzelle (die Zahlen bedeuten die z-Koordinaten der

zur Elementarzelle gehorenden Gitterpunkte); /I gedrehte hexagonale Elementarzelle (H-Gitter); [V orthohexago-
nale Elementarzelle (C-Gitter).

Wie aus Bild 1.34 hervorgeht, ldsst sich auch das hexagonal primitive Gitter 2P durch eine
rhomboedrische Elementarzelle (II) beschreiben; sie hat eine Hohe (bzw. Lénge ihrer vertikal
gestellten Raumdiagonalen) von 3¢, und enthélt in ihrem Innern zwei zusétzliche Gitterpunkte in
den Positionen 1/3, 1/3, 1/3 und 2/3, 2/3, 2/3 der rhomboedrischen Elementarzelle. In der dlteren
Literatur wird gelegentlich noch eine hexagonale Elementarzelle (/I]) benutzt, die gegeniiber der
primitiven hexagonalen Elementarzelle (/) um 30° gedreht ist und die dreifache Gréfe sowie zwei
zusitzliche Gitterpunkte auf ihrer Basisfliche besitzt; das betreffende Gitter wird dann mit A
bezeichnet. SchlieBlich ldsst sich das hexagonal primitive Gitter noch durch eine rechtwinklige
»orthohexagonale” Elementarzelle (V) beschreiben. Sie stellt gewissermaflen den Spezialfall
einer rhombisch basisflachenzentrierten Elementarzelle (des Gittertyps oC — vgl. Bild 1.6) dar,
und in der élteren Literatur wird deshalb das hexagonal primitive Gitter auch mit C symbolisiert.
— Fiir weitere Einzelheiten, wie die Umrechnung von Indizes fiir die auf den verschiedenen Ele-
mentarzellen beruhenden Aufstellungen, sei auf die ergénzende Literatur, z. B. F. C. PHILLIPS
sowie auf NICHOLAS [1.4], [1.5] verwiesen.

1.4. Zeichnen von Kristallen

Die zeichnerische Darstellung von Kristallen erfolgt ausschlieBlich durch Parallelprojektionen.
Perspektivische Ansichten (d. h. Zentralprojektionen) sind in der Kristallographie nicht iiblich
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und werden hochstens gelegentlich zur Herstellung von Stereobildpaaren herangezogen. In einer
Parallelprojektion erscheinen parallele Kanten des Kristalls auch auf der Zeichnung parallel, so
dass die Zonenverbinde klar zum Ausdruck kommen. Deshalb sollte man schon bei Skizzen, die
beildufig und mit geringer Sorgfalt gefertigt werden, jedenfalls darauf achten, dass parallele Kan-
ten als Parallelen dargestellt werden.

Bei einer Parallelprojektion wird der darzustellende Korper mittels paralleler Strahlen auf eine
Bildebene projiziert (Bild 1.35). Diese Ebene kann senkrecht zu den Projektionsstrahlen stehen
(orthographische Projektion) oder zu ihnen geneigt sein (klinographische Projektion). Beide
Projektionen sind in der Kristallographie gebrduchlich; zu den Methoden ihrer Ausfithrung sei
folgende ergidnzende Literatur genannt: R. L. PARKER, V. GOLDSCHMIDT et al., F. C. PHILLIPS, H.
TERTSCH.

Eine hiufig benutzte Darstellung ist die orthographische Projektion des Kristalls parallel zu
seiner (vertikal gestellten) c-Achse, welche eine Ansicht des Kristalls ,,von oben®, ein Kopfbild
liefert. Fiir einen Punkt X mit den Koordinaten x, y, z bleiben bei dieser Projektion die Koordina-
ten x und y ungeéndert, wihrend die Koordinate z nicht dargestellt wird. Zur Behandlung von
Kristallprojektionen bezieht man sich der Einfachheit halber generell auf kartesische Koordinaten.
Die kartesischen Achsen werden im allgemeinen Fall eines triklinen Kristalls meist so angenom-
men, dass die z-Achse mit der kristallographischen c-Achse und die y-Achse mit der Flachennor-
malen auf (010) zusammenfallen; die x-Achse steht dann senkrecht zu beiden.

Bild 1.35.Parallelprojektion.

1 Kopfbild; 2 und 3 orthographische Projektion;
4 klinographische Projektion.

z=2 z=7'
T
~~~~ v
““‘*—-‘\\ ‘\‘\}f\‘\\
. S fan ¥
fan P
——— :
~——— T e Xf': Bild 1.36. Klinographische Pro-
-~ S~ 3 . . . . .
PR S Y Jjektion des Einheitswiirfels.
'X/ D =18°26"; ¥=9°28'; y =116°34".

Neben dem Kopfbild ist noch eine andere Ansicht iiblich, die den Kristall von ,,vorn rechts
oben* zeigt: Die Projektionsrichtung weist hierbei gegeniiber der x-Achse um einen Winkel @ =
18 ... 20° nach rechts und um einen Winkel ¥ = 6 ... 10° nach oben. Zur Darstellung dieser An-
sicht bedient man sich héufig einer klinographischen Projektion auf die y-z-Ebene (Bild 1.36).
Diese ldsst sich relativ einfach zeichnen, da Fldchen, die parallel zur Bildebene (also zur
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y-z-Ebene) liegen, unverzerrt abgebildet werden. Ein Punkt X mit den Koordinaten x, y, z hat in
der klinographischen Projektion die Koordinaten:

y'=y—xtan®; z' =z —xtan?,

und der (rechte) Winkel zwischen der z-Achse und der x-Achse erscheint als ein Winkel y = arc-
tan (— tan®/tan?). Vorzugsweise wihlt man @ = 18°26' (somit tan @ = 1/3) und ¥ = 9°28’ (somit
tan¥ = 1/6) und hat dann ' = y — x/3 und z' = z — x/6 sowie y = 116°34". Fiir einen kubischen
Kristall entspricht das einer Projektion aus der Richtung [621]. Bild 1.36 sowie die Darstellungen
der BRAVAIS-Gitter im Bild 1.6 sind in dieser Weise ausgegefiihrt. In dlteren Werken trifft man
auch auf Projektionen mit ¥ = 6°20" bzw. tan ¥ = 1/9. Die vielen bekannte sog. Kavalierperspek-
tive ist eine klinographische Projektion mit @ = ¥ = 19°28', mithin tan @ = tan¥ = 0,354 und
x = 135°bzw. 180° — y = 45°, und die nach vorn gerichtete Kante des Einheitswiirfels erscheint in
der Lange 1/2.

Der Vorteil der klinographischen Projektion — die unverzerrte Abbildung bestimmter Netzebe-
nen — kommt vor allem bei der Darstellung von Kristallstrukturen zur Geltung. Ein Nachteil die-
ser Projektion ist eine gewisse Verzerrung des dargestellten Korpers im Ganzen — so wird bei-
spielsweise eine Kugel als Ellipse abgebildet. Dem optischen Eindruck beim Betrachten eines
Kristalls entspricht am ehesten die orthographische Projektion. Eine solche Projektion in einer
wie oben durch die Winkel @ und ¥ gekennzeichneten Richtung lésst sich erzeugen, indem man
den Kristall um die z-Achse im Uhrzeigersinn (d. h. von der y-Achse auf die x-Achse zu) um den
Winkel @ dreht, dann nach vorn (d. h. von der z-Achse auf die x-Achse zu) um den Winkel ¥
neigt und so von vorn (d. h. parallel zur x"-Achse) projiziert (Bild 1.37).

i

z 7 2=Z
R, 4 {
o S W H
nd’\ 52, l S.L g sinpl_ aws$
si L 6 e T
c0s g 38 [ . .
\ =% ! Bild 1.37. Orthographische
== ] @ y' Projektion des Einheitswiir-
| N O W
i 2 7y fels.
' 5 @D =18°26"; ¥'=9°28"; 0w =3°8".

Ein Punkt X mit den Koordinaten x, y, z hat in der orthographischen Projektion die Koordinaten
V' =ycos® — xsin®; z' = zcos¥ — xcosP sin¥ — ysin® sin'’?.

Im Allgemeinen werden sdmtliche Kanten des Einheitswiirfels verkiirzt abgebildet, so die ver-
tikalen Kanten mit einer Lange cos ¥. Die y-Achse erscheint gegeniiber der Horizontalen (d. h.
der y'-Achse) um einen Winkel @ = arctan(tan® sin¥?) geneigt. In diesem Buch sind die meisten
Bilder von Kristallpolyedern orthographische Projektionen unter den Winkeln @ = 18°26’ und ¥
= 9°28' entsprechend der Projektionsrichtung [621] in einem kubischen Achsensystem sowie
einem relativ kleinen Winkel w = 3°8".

Um einen gegebenen Kristall mit den Fliachen (4;, &;, ;) darzustellen, hat man die Koordinaten
X, y, z seiner Eckpunkte zu bestimmen und entsprechend der gewidhlten Projektion in die Bildko-
ordinaten )’ und z’ umzurechnen. Die relative GroBe der einzelnen Kristallflichen wird durch das
Verhiltnis ihrer Abstinde d; vom Mittelpunkt des Kristalls (d. h. vom Ursprung des Koordinaten-
systems) bestimmt. Die Grundform einer Kristallgestalt wird von den grofiten Flachen (mit den
kleinsten d;) gepragt und als Habitus bezeichnet. Fiir kartesische Koordinaten gilt:
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d =al\h+k+I

mit a als MaB3einheit des Koordinatensystems. Fiihrt man d; in die Ebenengleichung ein, so erhilt
sie fuir kartesische Koordinaten die Form:

hx+ky+lz=1=d/d =(d/a) W +I +1>

von der man zur Berechnung der Koordinaten x, y, z der Eckpunkte ausgeht. Die letzteren be-
stimmen sich als Schnittpunkte von jeweils drei der Kristallflachen. Die betreffenden Rechnungen
fiihrt man zweckmiBigerweise mit Hilfe eines Computers aus, insbesondere bei flachenreichen
Kristallen. Hierfiir gibt es Programme, die bei Eingabe der Formen {Ak;/;}, ihrer Mittelpunktsab-
stinde d; und der morphologischen bzw. Gitterparameter des Kristalls die komplette bildliche
Darstellung des Kristalls in der gewiinschten Ansicht liefern (z. B. Programme CRYSCOMP-
CRYSDRAW [1.6] und SHAPE [1.7]).

Wenden wir uns noch kurz der Aufgabe zu, einen Kristall nicht mit Hilfe berechneter Koordi-
naten, sondern auf dem Wege geometrischer Konstruktionen zu zeichnen: Das Wesentliche einer
exakten Zeichnung besteht darin, dass die Scharen paralleler Kanten in der richtigen Lage er-
scheinen, d. h. sich unter den korrekten, von der Projektionsrichtung abhidngigen Winkeln schnei-
den. Fiir die Konstruktion einer Zeichnung miissen deshalb die Winkel zwischen den Fldchen bzw.
deren Winkelkoordinaten bekannt sein oder zuvor gemessen werden.

Wir wollen nur auf eine Methode ausfiihrlicher eingehen, und zwar auf die Konstruktion einer
orthographischen Projektion anhand eines Gnomonogramms des Kristalls. Dieses enthilt alle
Informationen iiber die Winkelbeziehungen und ist fiir zeichnerische Arbeiten am praktischsten.
Zunichst wird das Kopfbild des Kristalls gefertigt; das ist eine orthographische Projektion auf die
Ebene der gnomonischen Projektion (vgl. Bilder 1.21 und 1.35). Die Ausfiihrung ist einfach: Die
Richtung der zu einer Zone gehorenden parallelen Kanten findet man als Senkrechte auf die Ge-
rade, die im Gnomonogramm die betreffende Zone darstellt (Bild 1.38). Mit diesen Kantenrich-
tungen zeichnet man das Kopfbild unter Benutzung von Dreieck und Lineal zum Ziehen der Pa-
rallelen, die gleich aus dem Gnomonogramm abgenommen werden. Der gegenseitige Abstand der
Kanten, d. h. die GroBe der dargestellten Flichen, ist dabei mehr oder weniger willkiirlich und
richtet sich nach dem Objekt, an dem man sich auch vergewissert, welche Kanten {iberhaupt auf-
treten. Es erscheint nur die Fldche, deren Pol mit dem Mittelpunkt des Gnomonogramms zusam-
menfillt, in unverdnderter Gestalt; die anderen Flachen erscheinen entsprechend ihrer Poldistanz
p um einen Faktor cosp schmaler.

Etwas komplizierter ist das Zeichnen der Ansicht schridg von ,,vorn rechts oben unter den be-
treffenden Winkeln @ und ¥:

Die gewihlte Projektionsrichtung wird im Gnomonogramm als Punkt /" mit den Winkelkoordina-
ten ¢, = @ =18..20° und p, = 90° — ¥ = 80...84° eingetragen (letzteres geschieht durch Abtragen

der Distanz p), = R tanp, = R cot¥ vom Mittelpunkt N des Gnomonogramms; R Radius der Pol-

kugel — vgl. Bild 1.21). Die Spur der Projektionsebene ist die ,,Zone* zum ,,Pol“ V; sie ist als Senk-
rechte zur Geraden VN in einer Distanz NS = R tan(90° — p;) = R tan¥ zum Mittelpunkt N zu zeich-
nen und wird Leitlinie genannt. Flachen, deren Pole auf oder nahe der Leitlinie liegen, projizieren
sich als Strich, was oft nicht schon ist. Man hat es dann in der Hand, die Lage von ¥ und der Leitli-
nie etwas zu variieren, um eine giinstigere Projektionsrichtung zu finden. Die Gerade VS gibt bereits
die Richtung der senkrechten Kanten des Kristalls in der Zeichnung an, weshalb das Gnomono-
gramm im Bild 1.38 so gedreht ist, dass V'S vertikal verlduft. Um die Kanten der iibrigen Zonen zu
finden, miissen wir auf der Geraden VS den Winkelpunkt # aufsuchen; wir finden # durch Abtra-
gen der Strecke SW = R oder NW = R tan(p;/2). (Der Winkelpunkt hat die Eigenschaft, da3 die Ver-
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bindungslinien von ¥ zu zwei beliebigen Punkten auf der Leitlinie untereinander einen Winkel ein-
schlieBen, der dem wirklichen Winkel zwischen den durch die beiden Punkte reprisentierten Rich-
tungen entspricht; der Winkelpunkt wird normalerweise benutzt, um den Winkel zwischen zwei
Polen in einem Gnomonogramm zu messen.) Nunmehr wird der Schnittpunkt L der Leitlinie mit
derjenigen Zone, deren Kantenrichtung wir bestimmen wollen, ermittelt und L mit /¥ verbunden.
Errichten wir auf WL die Senkrechte, so haben wir bereits die gesuchte Richtung der betreffenden
Kantenschar. Das ist im Bild 1.38 fiir eine Zone durchgefiihrt; die Richtungen der {ibrigen Kanten-
scharen werden auf analoge Weise konstruiert. Will man den Kristall so wiedergeben, dass er genau
mit dem Kopfbild korrespondiert, so projiziert man die Eckpunkte aus dem Kopfbild vertikal, also
parallel zu VN, auf die betreffenden Kanten und findet so ihre Endpunkte bzw. ihre richtige Lénge.

721
in

L7 Bild 1.38. Zeichnen eines Kristalls
a von Borax aus dem Gnomonogramm
g1 (orthographische Projektion).

Borax Na,B407 - 10 H,O ist monoklin;
Achsenverhéltnisa : b6 :¢=1.099:1:
227 0,563, f=106°41".

Nach F. C. PHILLIPS.

Bild 1.39. Zeichnen eines
Rhombendodekaeders aus dem
Stereogramm (orthographische
Projektion).

Der Punkt Z," und der Pol (110)
fallen in der Zeichnung zusammen.

Die Zeichnung einer orthographischen Projektion anhand eines Stereogramms verlduft weitge-
hend dhnlich (Bild 1.39). Die Kantenrichtungen fiir das Kopfbild erhélt man als Tangenten an den
Grundkreis des Stereogramms im Schnittpunkt der jeweiligen Zone mit dem Grundkreis. Bei der
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Schragansicht entfdllt die Konstruktion eines besonderen Winkelpunktes: 7 und W sind in einer
stereographischen Projektion identisch. Man bestimmt den Schnittpunkt L der Spur der Projek-
tionsebene mit der zu zeichnenden Zone und zeichnet die Gerade VL, die den Grundkreis in L’
schneidet; die Senkrechte auf der Geraden NL' ist die gesuchte Kantenrichtung. Alles weitere
verlduft dann analog der Zeichnung aus einem Gnomonogramm.

1.5. Symmetrie von Kristallen

Zu den Wesensmerkmalen der Kristalle, wie sie durch ihren Gitterbau bedingt sind, gehdren ganz
charakteristische Symmetrieeigenschaften, deren Beschreibung und Darstellung einen wichtigen
Bestandteil der Kristallographie bilden. Im allgemeinen physikalischen Sinne versteht man unter
Symmetrie eine Invarianz gegeniiber bestimmten Transformationen (und zwar nicht nur von
Raumkoordinaten). In der Kristallographie werden jedoch nur rdumliche, geometrische Symme-
trien betrachtet, und wir verstehen anschaulich unter Symmetrie die regelméfige Wiederholung
eines Ausschnitts der Kristallstruktur, aber auch einer von der Struktur getragenen Eigenschaft im
Raum. Eine geometrische Operation (Transformation), die diese Wiederholung erzeugt, wird als
Symmetrieoperation oder Deckoperation bezeichnet.

Eine Deckoperation, die Translation, haben wir bereits kennen gelernt. Die Translationssym-
metrie ist eine grundsitzliche Eigenschaft aller Kristallstrukturen. Dariiber hinaus gibt es aber
noch eine Reihe weiterer Deckoperationen, die die Symmetrie von Kristallen beschreiben. Unter-
scheiden muss man dabei zwischen der Symmetrie der Kristallstruktur, also einer Symmetrie auf
atomarer Skala, und der makroskopischen Symmetrie eines Kristalls, wie sie in seinen phidnome-
nologischen Eigenschaften zum Ausdruck kommt — wobei zwischen beiden selbstverstandlich
eine enge Korrespondenz besteht.

Die Translationssymmetrie kommt nur auf atomarer Skala, also beziiglich der Kristallstruktur,
zur Geltung. Im Folgenden wollen wir uns solchen Symmetrieoperationen zuwenden, die sowohl
fiir die Struktur als auch fiir die makroskopischen Eigenschaften von Kristallen relevant sind.

1.5.1. Drehachsen

Betrachten wir noch einmal die in den Bildern 1.1 und 1.2 dargestellte NaCl-Struktur: Drehen
wir diese Struktur um 90° um eine Achse, die parallel zu einer Kante der wiirfelformigen Ele-
mentarzelle durch den Mittelpunkt eines Ions verlduft, so kommt diese Struktur wieder in die
gleiche raumliche Position bzw. mit sich zur Deckung. Eine solche Drehung ist also eine Sym-
metrieoperation. Das gleiche ergeben offenbar auch Drehungen um 180°, 270° und 360°, so
dass die Struktur bei einer vollen Drehung um 360° viermal mit sich zur Deckung kommt. Wir
sagen, der Kristall besitzt eine Drehachse (Gyre) mit einer bestimmten Zahligkeit, in diesem
Fall also vier. Zwischen der Zihligkeit » und dem kleinsten Drehwinkel a besteht die einfache
Bezichung a = 360°/n. Dieser vierzdhligen Symmetrie der Struktur miissen auch die makrosko-
pischen Eigenschaften eines NaCl-Kristalls folgen, und sofern eine polyederférmige Kristallge-
stalt ausgebildet ist, finden wir die Symmetrie auch dort: NaCl bildet wiirfelférmige Kristalle,
und die betreffende vierzdhlige Drehachse verlduft vom Mittelpunkt einer Wiirfelfliche zum
Mittelpunkt der gegeniiberliegenden Flache (an einem Wiirfel gibt es drei solcher Drehachsen,
die aufeinander senkrecht stehen). Allerdings kommt die Symmetrie eines Kristallpolyeders nur
dann deutlich zum Ausdruck, wenn dieses ideal ausgebildet und nicht verzerrt ist. Verléssliche
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Aussagen tiber die Symmetrie eines Kristallpolyeders erhédlt man durch Messen der Winkel
zwischen den Kristallflichen: Die Symmetrie kommt in der Verteilung der Flachenpole auf der
Polkugel oder in einem entsprechenden Stereogramm auch dann zum Ausdruck, wenn das
Polyeder verzerrt ist.

Tabelle 1.1. Die Drehachsen.

Zihligkeit') Drehwinkel Benennung der Achse Symbol
2 180°, 360°, Digyre digonal ]

3 120°, 240°, 360°, Trigyre trigonal A
4 90°, 180°, 270°, 360°, Tetragyre tetragonal ‘
6 60°, 120°, 180°, 240°, 300°, 360° Hexagyre hexagonal ‘

1) gleichzeitig Schriftsymbol fiir die betreffenden Drehachsen

AuBer vierzdhligen Drehachsen findet man an Kristallen noch zwei-, drei- und sechszéhlige
Drehachsen (Tab. 1.1). Neben den in der Tabelle dargestellten figiirlichen Symbolen werden im
Schriftsatz fiir die Drehachsen einfach ihre Zahligkeit als sog. Internationale Symbole angegeben,
also 2, 3, 4 oder 6 fiir die betreffenden Achsen. Wenn keine Drehachse vorhanden ist, wird das
mit 1 symbolisiert; man kann dieses Symbol als eine Drehung um 360° oder auch um 0° interpre-
tieren, die trivialerweise immer eine Deckoperation vorstellt und als Identitit bezeichnet wird.

Es ist bemerkenswert, dass fiinfzdhlige Drehachsen und Drehachsen mit Zahligkeiten grofer
als sechs an Kristallen nicht auftreten konnen. Das hiangt damit zusammen, dass es nicht méglich
ist, eine Ebene liickenlos mit gleichseitigen Polygonen der betreffenden Zahligkeit zu bedecken.
Das gelingt nur mit Polygonen der , kristallographischen® Zahligkeiten (Bild 1.40).

HERE S

Bild 1.40. Bedeckung der Ebene mit gleichseitigen Polygonen.

s

@c:

Bild 1.41. Zur Zihligkeit von kristallographischen
Drehachsen.

>of

Der Beweis, dass an Kristallen nur Drehachsen der genannten Zihligkeiten auftreten konnen,
lasst sich auf folgende Weise fiihren:

Existiert in einem Gitter eine Drehachse, so muss es zu jedem nicht auf der Drehachse liegen-
den Gitterpunkt einen ihrer Zahligkeit n entsprechenden Satz weiterer Gitterpunkte geben, die alle
in einer Ebene senkrecht zur Drehachse liegen und eo ipso eine Gitterebene (Netzebene) bestim-
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men. Diese Ebene sei im Bild 1.41 mit dem DurchstoBpunkt P, der Drehachse dargestellt. Da es
sich um eine Netzebene handelt, muss es auf ihr weitere zu P, identische Punkte, z. B. einen dem
Punkt P, nichstgelegenen identischen Punkt P; geben, zu welchem der Gittervektor a, fiihren
moge. Dreht man diesen Vektor a; um den der Drehachse entsprechenden Winkel a = 360°/n, so
muss der so entstehende Vektor a, gleichfalls zu einem identischen Punkt P, fithren. Gleiches gilt
fiir eine Drehung um den Winkel —a (bzw. 360° — a), welche zum identischen Punkt P; fiihrt.
SchlieBlich miissen in einem Gitter auch Translationen um die negativen Gittervektoren — a;, — a,
und — a3 zu identischen Punkten P,, Ps und P fiihren. Die Punkte P und P; werden durch einen
Gittervektor g verbunden, der parallel zum Vektor a; ist; d. h., in der Richtung von a; wie auch
von g miissen identische Punkte im Abstand a, der Lénge des Vektors a;, aufeinanderfolgen. Die
Linge des Vektors g kann nur ein ganzzahliges Vielfaches von a sein: |g| = ma (mit m als einer
ganzen Zahl). Aus Bild 1.41 folgt ma = 2acosa bzw. cosa = m/2. Da cosa nur Werte zwischen — 1
und + 1 annehmen kann, sind fiir m nur die ganzen Zahlen 0, £+ 1 oder + 2 moglich. Das bedeutet,
dass als Deckoperationen eines Gitters nur Drehungen von 0°, 60°, 90°, 120°, 180°, 240°, 270°,
300° oder 360° moglich sind, was zu beweisen war.

Wenden wir uns nun den morphologischen Eigenschaften der Kristalle zu, die durch die ver-
schiedenen Drehachsen bedingt sind. Hierzu betrachten wir die idealen, unverzerrten Kristallge-
stalten und untersuchen die zufolge der Drehachsen bestehenden Beziehungen zwischen den ein-
zelnen Kristallflachen.

Wenn ein Kristall eine zweizdhlige Drehachse hat, dann muss zu jeder beliebigen Fliache, die
nicht senkrecht auf dieser Achse steht, am Kristall noch eine andere Fliche vorhanden sein, die
mit der ersten durch eine Drehung um 180° um diese Achse zur Deckung gebracht wird. Beide
Flachen schneiden sich (sofern sie nicht parallel sind und man sich alle iibrigen Flachen des Kris-
talls fortgelassen denkt) in einer Kante, welche zur zweizéhligen Drehachse senkrecht steht (Bild
1.42 a). Ein solches Flachenpaar heifit Sphenoid (griech. opnv: Keil).

Auf der Polkugel bzw. in einem Stereogramm wird ein Sphenoid durch zwei Fldchenpole
dargestellt, die durch die zweizihlige Drehachse einander zugeordnet sind. Ublicherweise wird
die Aufstellung des Kristalls so gewihlt, dass die zweizdhlige Drehachse horizontal angeordnet
ist und mit der h-Achse zusammenfillt (Bild 1.42 b). Dann liegen ein Fldchenpol auf der Ober-
seite (voll gezeichnet) und der andere Flachenpol auf der Unterseite (leer gezeichnet) der Pro-
jektionsebene des Stereogramms. Das Symbol fiir die zweizdhlige Drehachse wird im Stereo-
gramm sowohl rechts als auch links an den beiden Punkten eingezeichnet, an denen die
Drehachse die Polkugel durchsticht.

Gelegentlich wird die zweizdhlige Drehachse auch senkrecht aufgestellt, so dass sie mit der c-
Achse zusammenfillt (Bild 1.42 c). In diesem Fall liegen beide Flidchenpole auf einer Seite des
Stereogramms, also entweder beide auf der Oberseite (Bild 1.42 d) oder beide auf der Unterseite.
Das Symbol fiir die zweizdhlige Drehachse erscheint dann im Zentrum des Stereogramms (in
welches hier aulerdem die Spuren der Achsenebenen eingezeichnet sind).

VONasy

a) b) 3} d)
Bild 1.42. Die zweizdihlige Drehachse.

@
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a) Sphenoid; b) Stereogramm (Drehachse horizontal); ¢) Sphenoid; d) Stereogramm (Drehachse vertikal).

Besondere Fille sind dann gegeben, wenn die Flichen eine spezielle Lage zur Drehachse
einnchmen: Wenn eine Flache parallel zur Achse angeordnet ist, muss das auch die zugeord-
nete zweite Flache sein, d. h., wir haben ein Paar paralleler Flachen, ein Pinakoid (griech.
mwvaxog: Tafel) oder Paralleloeder (Parallelflichner). Die Pole derartiger Pinakoide wiirden im
Stereogramm, Bild 1.42 b, auf der Spur des vertikalen GroBkreises (a-c-Ebene) und im Stereo-
gramm, Bild 1.42d, auf dem Grundkreis des Stereogramms (a-b-Ebene) liegen. Man kann ein
Pinakoid auch als Grenzfall eines Sphenoides (mit einem Keilwinkel von 0°) auffassen. Hinge-
gen kommt eine Fliche, die senkrecht zur Drehachse steht, durch die Drehung nur wieder mit
sich selbst zur Deckung; die Flache bleibt am Kristall einzeln und wird Pedion (griech. nediov:
Ebene) oder Monoeder (Einflichner) genannt. In diesem Fall tragt die Fliche die Symmetrie
einer zweizdhligen Drehung in sich selbst und hat insofern eine andere Qualitét als die {ibrigen
Kristallflachen.

a)
Bild 1.43. Die dreizdihlige,
A A vierzdihlige und sechszdihlige
Drehachse.
VAv a) trigonale, tetragonale und
hexagonale Pyramide; b) zugeho-
b) rige Stereogramme.

Die héherzéhligen Drehachsen werden gewdhnlich vertikal als c-Achse aufgestellt (Bild
1.43). Bei einer dreizéhligen Drehachse miissen zu einer beliebigen Fliche am Kristall noch
zwei weitere Flachen vorhanden sein, die sich miteinander (alle librigen Fldchen des Kristalls
fortgelassen) zu einer dreiseitigen Pyramide zusammenfiigen. Entsprechend wird eine vierzéh-
lige Drehachse durch eine vierseitige Pyramide und eine sechszdhlige Drehachse durch eine
sechsseitige Pyramide gekennzeichnet, wie es im Bild 1.43 mit den zugehorigen Stereogram-
men dargestellt ist. (Die Basisflichen der Pyramiden gehoren selbstverstidndlich nicht dazu.)
Sofern die Ausgangsfldche parallel zur c-Achse angeordnet ist, haben wir ein trigonales, ein
tetragonales oder ein hexagonales Prisma, die gewissermaflen den Grenzfall der betreffenden
Pyramiden darstellen. Wenn die Ausgangsfliche senkrecht zur c-Achse angeordnet ist, kann
keine Pyramide entstehen, sondern die Flache stellt ein einzelnes Pedion dar, welches in diesen
Féllen als Basisfldche oder kurz Basis bezeichnet wird, welche in sich die betreffende Symme-
trie enthalt.

1.5.2. Analytische Darstellung von Drehungen

Durch eine Drehung werde ein Punkt X mit den Koordinaten x, y, z mit einem Punkt X" mit den Ko-
ordinaten x', ', z' zur Deckung gebracht. Diese Symmetrieoperation lésst sich analytisch durch eine
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lineare Transformation der Koordinaten darstellen, die fiir eine durch den Ursprung des Koordina-
tensystems verlaufende Drehachse in der folgenden allgemeinen Form geschrieben werden kann:

X' =spx +Fspy sz
Y = sux Ty sz

' = 53X + 53,0 + 5332

Die Koeffizienten s; dieses homogenen linearen Gleichungssystems kann man zu einer Matrix
zusammenstellen, durch welche die Symmetricoperation beschrieben bzw. représentiert wird:

a Bild 1.44. Drehung um einen Winkel a. um die c-Achse.

Bei einer Drehung um einen Winkel o um die c-Achse (z-Achse) gelten fiir die Koordinaten der
Punkte X und X" in einem kartesischen Koordinatensystem die Beziehungen (Bild 1.44):

X = p COS @; x'=p'cos(p+a)

y=psing; Y'=p'sin(p +a).
(Die Punkte X und X’ konnen sowohl als Punkte eines Kristalls bzw. einer Kristallstruktur mit
dem Abstand p bzw. p’ vom Ursprung als auch als Pole von Kristallflichen auf der Polkugel mit

dem Polabstand p bzw. p' interpretiert werden.) Bei einer Drehung um den Ursprung hat man
p = p', und unter Anwendung der Additionstheoreme erhilt man:

x'=xcoso—ysina

y' =xsina+ycosa

7=z
(die z-Koordinate bleibt ungedndert). Mithin hat die diese Drehung darstellende Matrix folgendes
Aussehen:

cosa—sin a O
sina cosa O
0 0 1

Fiir den, der mit der Matrizenrechnung néher vertraut ist, sei angemerkt, dass sich die Determi-
nante dieser Matrix stets zu cos’a + sin’a = 1 berechnet. Da die Determinante gegeniiber einer
Transformation des Achsensystems invariant ist, folgt, dass die Determinante einer eine Dre-



1.5. Symmetrie von Kristallen 57

hung darstellenden Matrix stets den Wert 1 hat. Thre Spur betrdgt 1 + 2cosa und ist gleichfalls
invariant.

Beispielsweise hat fiir eine Drehung um den Winkel a = 90° (entsprechend einer vierzahligen
Drehachse) die Matrix nach Einsetzen der betreffenden Werte der Winkelfunktionen die Gestalt

0 -1 0 X'==y
1 0 0 mit der Bedeutung )’ =x
0 0 1 Z'=z

Die Matrixschreibweise hat den Vorteil, dass sich die Aufeinanderfolge (Verkniipfung) von
Symmetrieoperationen sehr {ibersichtlich durchfiihren 1asst: Werden durch eine Symmetrieoperation
der Punkt X mit dem Punkt X" und durch eine weitere Symmetrieoperation der Punkt X’ mit einem
Punkt X" zur Deckung gebracht, so entspricht das zusammen einer Symmetrieoperation, die den
Punkt X unmittelbar mit dem Punkt X" zur Deckung bringt. Man erhélt die Matrix dieser resultie-
renden Symmetrieoperation, indem man die Matrizen der ersten beiden Symmetrieoperationen mit-
einander multipliziert. Die Multiplikation zweier Matrizen ist auf folgende Weise definiert:

TP S Sz S UTIP I ;

Ly Iy by |®|Sy Syp Sy |=|h Fy | mtr = Ztijsjk'
=

Ly Iyp I S31 Sy Sy Iy I Iy

In das Kalkiil der Matrixmultiplikation kdnnen auch die Koordinaten einbezogen werden, in-
dem man sie als Spaltenmatrix schreibt:

]
X by 4y by X by 4y Gy S S Sz X h ha hs X
n — L j—
YT by by ||V [T L by || Sy Spn Su || VIS Ty By|*|Y
" '
z Ly by I z Ly Iy I 831 Sy Sy z Iy Iy z

" __ ! —
bzw. x/= Z LX), = Z Ly S Xy = Z X,
j ik k

3 = 1y = e 1= L, ! = . " — . " —
mitx, =y; x3=z; XL =), X352 »"=)" x"=2").

Die Multiplikation von Matrizen ist im Allgemeinen nicht kommutativ, d. h., die Reihenfolge
der Matrizen in einem Produkt ist im allgemeinen nicht vertauschbar. Leider ist die Schreibweise
der Reihenfolge bei den verschiedenen Autoren nicht einheitlich. Am zweckméBigsten ist es, die
Matrix der zuerst auszufiihrenden Symmetrieoperation nach rechts zu setzen, d. h., die Matrix (s;)
(fir die Transformation X — X') kommt zuerst zur Anwendung, dann folgt die Matrix (z;) (fiir
X' — X"). Es konnen auch mehr als zwei Symmetrieoperationen aufeinanderfolgen und dement-
sprechend mehr als zwei Matrizen miteinander multipliziert werden. Die Multiplikation von Ma-
trizen ist assoziativ, d. h., das Ergebnis ist unabhéngig von der Reihenfolge der Ausfiihrung der
einzelnen Multiplikationen.

Entsprechend ergeben zwei (oder mehrere) Drehungen, fithrt man sie nacheinander aus, als re-
sultierende Symmetrieoperation wieder eine Drehung, die im Allgemeinen von der Reihenfolge,
in der man die einzelnen Drehungen ausfiihrt, abhéngig ist. Lediglich bei Drehungen um dieselbe
Achse spielt deren Reihenfolge keine Rolle, solche Drehungen sind kommutativ.

Die Matrix einer Drehung um 180° um die c-Achse (entsprechend einer zweizéhligen Dreh-
achse) kann man mithin gewinnen, indem man entweder in die obige Matrix fiir eine Drehung um
die c-Achse den Winkel o = 180° einsetzt oder zwei Drehungen um 90° aufeinanderfolgen lésst:
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01 0 01 0 100
1 0 0le|1 0 O|=|0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1

(Aus Platzgriinden werden Minuszeichen iiber die betreffenden Koeffizienten gesetzt.)

Zu einer vierzdhligen Achse gehdren insgesamt vier Symmetrieoperationen, ndmlich Drehun-
gen um o = 90°, 180°, 270° und 360°, deren Matrizen sich gleichfalls entweder durch Einsetzen
des betreffenden Winkels a oder durch Aufeinanderfolge (also die Multiplikation der Matrizen)
von Drehungen um 90° gewinnen lassen:

01 0 1 00 010 1 00
1 0 Offir90°|0 1 O0|fir180°%|1 0 0| fir270%|0 1 0/ fiir360°.
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

Bisher wurden Drehungen um die c-Achse bzw. [001] betrachtet. Fiir Drehungen um die a-
Achse bzw. [100] oder um die b-Achse bzw. [010] hat man die Koeffizienten in den Matrizen
entsprechend zu vertauschen und erhélt

1 0 0 cosa 0 sina
0 cos ¢ —sin ¢ | fiir[100], sowie 0 1 0 fir [010]
0 sina cosa —sina 0 cosa

als Drehachsen. In Tab. 1.3 (S. 64) sind die Matrizen der erzeugenden Drehungen fiir alle kristal-
lographischen Drehachsen (unter Beriicksichtigung auch von diagonalen Achsenrichtungen) auf-
gefiihrt. Aus ihnen kann man die Matrizen fiir die Drehungen um die zugehorigen groBeren
Drehwinkel durch wiederholte Multiplikation der erzeugenden Matrizen miteinander leicht selbst
herleiten. Die Matrizen fiir weitere Achsenrichtungen erhdlt man durch entsprechende Vertau-
schungen der Koordinatenachsen bzw. der betreffenden Koeffizienten in den Matrizen.

Wird durch eine Symmetrieoperation ein Punkt X mit dem Punkt X" zur Deckung gebracht, so
gibt es auch eine inverse Symmetrieoperation, die umgekehrt den Punkt X’ mit dem Punkt X zur
Deckung bringt. Die inverse Symmetrieoperation einer Drehung um einen Winkel a ist die Dre-
hung um den Winkel —a (bzw. 360° — a). Vergleicht man die Matrizen beider Drehungen,

cosa -sina 0 cosa sina 0
sin a cosa 0| fira, sowie | —sina cosa O] fir-«,
0 0 1 0 0 1

so stellt man fest, dass die inverse Matrix mit der transponierten Matrix iibereinstimmt, die aus
der urspriinglichen Matrix durch Vertauschen von Zeilen und Spalten entsteht. Matrizen mit
dieser Eigenschaft werden als orthogonal bezeichnet. Allgemein erfolgt die Bildung einer in-
versen Matrix nach dem Schema zur Bildung reziproker Tensoren (vgl. Abschn. 4.3.1). Das
Produkt einer Matrix mit ihrer inversen Matrix ergibt die Einheitsmatrix, bestehend aus s; = 1
fiir i = j sowie s; = 0 fiir i # j. Die Matrizen der kristallographischen Symmetrieoperationen
sind jedoch (beziiglich der kristallographischen Achsensysteme) durchweg orthogonal, so dass
sich die Matrix einer inversen Symmetrieoperation sofort in Gestalt der transponierten Matrix
hinschreiben lédsst. Lediglich die Matrizen fiir die Darstellung von Symmetrieoperationen in
einem hexagonalen Achsensystem sind hiervon ausgenommen; diese Matrizen sind im Allge-
meinen nicht orthogonal.
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1.5.3. Spiegelebene und Inversionszentrum

Die Symmetrieoperation der Spiegelung an einer Spiegelebene diirfte von der tdglichen An-
schauung eines Spiegels her jedem bekannt sein. Eine Spiegelebene bewirkt, dass zu jeder Fli-
che am Kristall, die nicht senkrecht zur Spiegelebene steht, eine zweite spiegelbildliche Fldche
existiert (Bild 1.45; die spiegelbildliche Flache ist natiirlich real, im Gegensatz zum virtuellen
Spiegelbild eines Spiegels). Beide Flachen schneiden sich in einer Kante, die in der Spiegel-
ebene verlduft; das Fliachenpaar heiflit Doma (griech. d@pa : Haus, Dach). Vergleicht man das
Doma mit dem Sphenoid (Bild 1.42), so gibt es zwischen ihnen metrisch keinen Unterschied,
weshalb man beide Formen auch unter der gemeinsamen Bezeichnung Dieder (Zweifldchner)
zusammenfasst. Die gegenseitige Relation der beiden Flachen ist beim Doma jedoch grundsétz-
lich anders als beim Sphenoid, was auf den Bildern durch die abgeschnittenen Ecken angedeu-
tet wird.

Die beiden Flachen eines Sphenoids werden durch eine Drehung, also durch eine reale Bewe-
gung miteinander zur Deckung gebracht. Das ist jedoch bei den Flichen eines Domas (sofern
AuBlen- und Innenseite nicht vertauscht werden diirfen) nicht méglich. Man kann deren Relation
mit der Beziehung zwischen der rechten und der linken Hand vergleichen. Spiegelbildliche Ob-
jekte lassen sich nicht durch eine reale Bewegung miteinander zur Deckung bringen. Sie sind
nicht im strengen Sinne kongruent, sondern nur spiegelgleich.

Wenn im speziellen Fall die Ausgangsflache parallel zur Spiegelebene liegt, entsteht ein paral-
leles Flachenpaar, d. h. ein Pinakoid. Eine Fliche, die senkrecht zur Spiegelebene steht, wird
durch die Spiegelung nur mit sich selbst zur Deckung gebracht und bleibt am Kristall einzeln als
Pedion. Eine solche Fldche ist in diesem Fall in sich spiegelsymmetrisch.

9)
Bild 1.45. Die Spiegelebene.

a) Doma; b) Stereogramm (Spiegelebene vertikal); ¢) Doma; d) Stereogramm (Spiegelebene horizontal).

Im Stereogramm wird eine Spiegelebene dargestellt, indem man ihre Spur als fett gedruckte
Linie hervorhebt; eine horizontale Spiegelebene (senkrecht zur c-Achse) wird durch eine Verstér-
kung des Grundkreises des Stereogramms angedeutet (Bild 1.45). Das Schriftsymbol fiir eine
Spiegelebene ist m. Analytisch bedeutet eine Spiegelung die Umkehr der auf der Spiegelebene
senkrechten Koordinate, so dass — wenn es sich um die Achsen handelt — die betreffenden Matri-
zen unmittelbar hingeschrieben werden kdnnen:

firmla
bzw. in (100)

flirm L b
bzw. in (010)

firmLc
bzw. in (001).

(= =)

10
0 1
00

- o o

1
0
0

S = O
- o O
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Matrizen fiir Spiegelebenen in anderer Lage sind in Tab. 1.3 enthalten. Die Determinanten der
eine Spiegelung darstellenden Matrizen haben stets den Wert —1, worin die spiegelbildliche
Vertauschung der Orientierung der Koordinaten zum Ausdruck kommt.

Die Inversion ist eine Operation, bei der sdémtliche Koordinaten umgekehrt werden, d. h., die
darstellende Matrix hat folgende einfache Gestalt:

X'=—x
mit der Bedeutung ' =-y

’
zZ =—Z.

1
0
0

(= =)
- o o

Anschaulich kann man eine Inversion als eine Projektion durch einen Punkt, ndmlich den Ur-
sprung des Koordinatensystems, deuten, der in dieser Eigenschaft als Inversionszentrum, Symme-
triezentrum oder kurz als Zentrum bezeichnet wird. Morphologisch erkennt man an einem Kris-
tallpolyeder das Vorliegen eines Inversionszentrums daran, dass zu jeder Flache eine parallele
Gegenflache auf der gegeniiberliegenden Seite des Kristallpolyeders vorhanden ist (Bild 1.46).
Die einander zugeordneten Flachen konnen (sofern AuBlen- und Innenseite nicht vertauscht wer-
den diirfen) nicht durch eine reale Bewegung miteinander zur Deckung gebracht werden; sie sind
wie bei einer Spiegelebene nicht kongruent, sondern spiegelgleich. Die Determinante der Inver-
sionsmatrix hat den Wert —1. Das Schriftsymbol fiir das Inversionszentrum ist 1 (sprich: ,.eins
quer®); als bildliches Symbol wird ein kleiner Kreis gezeichnet.

Bild 1.46. Das Inversionszentrum.

b) a) Parallelflachenpaar (Pinakoid); b) Stereogramm.

1.54. Drehinversionsachsen und Drehspiegelachsen

Neben den Drehungen, der Spiegelung und der Inversion gibt es an Kristallen noch etwas kompli-
ziertere Symmetrieoperationen, die Drehinversionen und die Drehspiegelungen. Eine Drehinver-
sion (oder Inversionsdrehung) ist eine Symmetrieoperation, bei der eine Drehung und die Inver-
sion gleichzeitig ausgefiihrt werden; die betreffende Achse wird als Drehinversionsachse,
Inversionsdrehachse oder Gyroide bezeichnet. Zur Beschreibung dieser Symmetrieoperationen
geht man am besten von der Matrixdarstellung aus: Man gewinnt die Matrix einer Drehinversion,
indem man die Matrix einer gewohnlichen Drehung um den betreffenden Winkel a (um die c-
Achse) mit der Inversionsmatrix multipliziert:
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100 cosa -sina 0 —cosa sina 0
0 1 0|e|sina cosa 0|=|-sina -cosa 0
00 1) (o 0 1 0 0 1
mit der Bedeutung: x'=-—xcos a+y sina

y'=—xsin a—ycosa

7' =—2z

(Die Determinante der Matrix einer Drehinversion berechnet sich demnach stets zu —cos’a — sin’a
= —1 und ihre Spur zu -2 cos a — 1.) Geht man beispielsweise von der Matrix fiir eine Drehung
um den Winkel o = 90° aus, so erhilt man

mit der =y

x'
Bedeutung: ) '=-x
Z!

(= |

o ~l o

- o ©
[ ]

o - o

(= |

- o o
Il

o ~l o

o o =

— o ©

=—Z.

Die betreffende Drehinversionsachse wird mit 4 (sprich: ,,vier quer*) symbolisiert.

A & Sloben) & Glunten)
VAY: NAVAV-Y,
tntene
3 ¥
Bild 1.47. Die Drehinversionsachsen (Stereogramm,).

Die Zahlen an den Polen geben die Reihenfolge ihrer Entstehung aus dem ersten Pol bei fortgesetzter Aufeinander-
folge der betreffenden Symmetrieoperationen an.

Fiir eine anschauliche Deutung einer solchen Drehinversion kann man sich zunéchst die be-
treffende Drehung und anschlieBend die Inversion ausgefiihrt denken. Dieser Vorgang ldsst
sich am besten anhand des Stereogramms fiir 4 im Bild 1.47 verfolgen. Ausgehend von einem
Flachenpol 1 (oben) gelangt man durch eine Drehung um 90° zunéchst zur Position 4 (jedoch
oben) und erhélt dann durch die Inversion den Fldchenpol 2 (unten). Wiederholen wir die Ope-
ration, so gelangt man vom Flachenpol 2 zum Flachenpol 3 (oben), bei nochmaliger Wiederho-
lung vom Flachenpol 3 zum Flidchenpol 4 (unten) und schlieBlich bei abermaliger Wiederho-
lung vom Flichenpol 4 wieder zum Flichenpol 1. Ubrigens liefert die umgekehrte Reihenfolge
der Operationen (erst Inversion, dann Drehung) jeweils dieselbe Drehinversion, so dass auch
die Bezeichnungen Inversionsdrehung bzw. Inversionsdrehachse zutreffend sind. Man beachte
jedoch, dass bei einer 4 -Achse nur Drehinversionen (Inversionsdrehungen) als solche, also die
gekoppelten Operationen von Drehung und Inversion als Symmetrieoperationen auftreten; am
betreffenden Kristall sind einzeln weder eine vierzdhlige Drehachse noch ein Inversionszen-
trum vorhanden. Allerdings enthilt die 4 -Achse, wie aus dem Stereogramm deutlich wird,
noch eine gewohnliche zweizéhlige Drehachse. Die beiden durch die zweizdhlige Drehachse
aufeinander bezogenen Fliachenpole auf der Oberseite bilden fiir sich ein Sphenoid. Entspre-
chend bilden die beiden Flichenpole auf der Unterseite ein (um 90° versetztes) Sphenoid.
Beide Sphenoide schlielen sich zu einem (aus vier Flichen bestehenden) tetragonalen Disphe-
noid zusammen (Bild 1.48); ein Korper, der uns im Alltag als Verpackungsform fiir Fliissigkei-
ten bekannt ist.
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Bild 1.48. Tetragonales Disphe-  Bild 1.49. Rhomboeder. Bild 1.50. Trigonale Dipyra-
noid. mide.

Betrachten wir noch kurz die anderen Drehinversionsachsen (Tab. 1.2): Man erhilt sie wie die
4 -Achse durch die Kopplung der entsprechenden (kristallographischen) Drehungen mit der In-
version und gelangt so zu den Drehinversionsachsen 2, 3 und 6 , deren erzeugende Matrizen in
Tab. 1.3 (S. 64) aufgefiihrt sind. In diese Reihe kann auch noch die Inversion 1 als Produkt der
Einheitsmatrix (,,einzdhlige” Drehung) mit der Inversionsmatrix aufgenommen werden. Betrach-

ten wir die betreffenden Stereogramme (Bild 1.47), so erweist sich die Drehinversionsachse 2 als
identisch mit einer Spiegelebene m senkrecht zu dieser Achse.

Tabelle 1.2. Die Drehinversionsachsen.

1 2=m 3 4 6
Symbole o —_ A O &
Enthaltene Symmetrieelemente 31 2 3;m
Aquivalente Drehspiegelachsen S, M Se Sy S5

Die Drehinversionsachse 3 bedingt drei Flichenpole auf der Oberseite, die fiir sich eine trigo-
nale Pyramide bilden (vgl. Bild 1.43), sowie drei Flichenpole auf der Unterseite, die gleichfalls
eine (um 60° versetzte) trigonale Pyramide bilden, deren Spitze nach unten weist. Beide Pyrami-
den schlieBBen sich zu einem (aus sechs Fldchen bestehenden) Rhomboeder zusammen (Bild 1.49).
Die 3 -Achse ist also sechszihlig; sie enthilt zugleich eine dreizihlige Drehachse und ein Inver-
sionszentrum.

Die Drehinversionsachse 6 bedingt je drei Pole auf der Oberseite und auf der Unterseite, die
fiir sich jeweils trigonale Pyramiden darstellen und mit ihren Grundflichen aufeinander passen.
Es entsteht eine trigonale Dipyramide (Bild 1.50). Eine 6 -Achse enthilt zugleich eine dreizdhlige
Achse und eine 2 -Achse, d. h., es ist eine horizontale Spiegelebene vorhanden.

Wie bei den normalen Drehachsen gibt es auch bei den Drehinversionsachsen spezielle Fille,
bei denen die Flichen spezielle Lagen zur Drehinversionsachse einnehmen. Ist die Ausgangsfli-
che senkrecht zur Drehinversionsachse angeordnet, entsteht in allen Fillen ein Basisflichenpaar
(Pinakoid); ist die Ausgangsflidche parallel zur Drehinversionsachse angeordnet, entstehen Pris-
men, und zwar ein sechsseitiges bei 3 (1), ein vierseitiges bei 4 und ein dreiseitiges bei 6 (!).

Die durch die Drehinversionsachsen vermittelten Symmetrieoperationen lassen sich auch in der
Weise erzeugen, dass eine Drehung mit einer Spiegelung an der zur Drehachse senkrechten Ebene
gekoppelt wird. Solche Symmetrieoperationen werden als Drehspiegelungen und die betreffenden
Achsen als Drehspiegelachsen bezeichnet. Durch Multiplikation der betreffenden Matrizen oder an-
hand der Stereogramme ldsst sich leicht zeigen, dass auf diese Weise dieselben Symmetrieoperatio-
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nen entstehen wie bei den Drehinversionsachsen, nur in einer etwas anderen Reihenfolge. Nach einer
dlteren Symbolik werden die Drehspiegelachsen entsprechend der Zahligkeit der zugrunde liegenden
Drehung mit Sj, S5, 3, S; und Sg bezeichnet. S; entspricht einer Spiegelebene m und S, einem Inver-

sionszentrum 1 ; auBerdem sind S; und 6,S,und 4 sowie Se und 3 einander dquivalent.

1.5.5. Symmetrieelemente und Kristallklassen

Drehachsen und Drehinversionsachsen (einschlieBlich Spiegelebenen und Inversionszentrum)
werden zusammenfassend als Symmetrieelemente bezeichnet. Zu einem Symmetrieelement gehort
jeweils eine bestimmte Anzahl von Symmetrieoperationen, zu einer vierzdhligen Drehachse z. B.
Drehungen um 90°, 180°, 270° und 360°. Die zu einem Symmetrieelement gehdrenden Symme-
trieoperationen gehen aus einer erzeugenden Symmetrieoperation (im Beispiel einer vierzdhligen
Drehung um 90°) durch deren fortgesetzte Wiederholung hervor und bilden im mathematischen
Sinne eine zyklische Gruppe. Geometrisch anschaulich ist ein Symmetrieelement (als Achse oder
als Ebene) ein Unterraum des dreidimensionalen Raumes, der durch die betreffenden Symmetrie-
operationen mit sich selbst zur Deckung gebracht wird bzw. (bis auf eine Vorzeichenumkehr bei
den Drehinversionsachsen) invariant bleibt. Alle genannten Symmetrieelemente lassen mindes-
tens einen Punkt, ndmlich den Ursprung des Koordinatensystems, invariant, weshalb man sie als
Punktsymmetrieelemente bezeichnet.

Tabelle 1.3 gibt eine Zusammenstellung der Matrizen fiir die erzeugenden Symmetrieoperatio-
nen der kristallographischen Punktsymmetrieclemente in verschiedenen Lagen beziiglich des
Achsensystems. Die Matrizen der iibrigen, durch Wiederholung entstehenden Symmetrieopera-
tionen erhdlt man durch wiederholte Multiplikation der erzeugenden Matrizen miteinander; die
Matrizen fiir evtl. nicht beriicksichtigte andere Lagen eines Symmetrieelements beziiglich des
Achsensystems erhélt man durch entsprechende Vertauschungen der Matrixelemente.

Nach den Sétzen der Matrizenrechnung sind sowohl die Determinante als auch die Spur einer
Matrix gegeniiber einer Transformation des Achsensystems invariant, d. h., ihre Werte bleiben fiir
eine bestimmte Symmetrieoperation stets dieselben — unabhédngig von der Wahl des Achsensys-
tems oder von der Lage des Symmetrieelements. In Tab. 1.4 sind die betreffenden Werte fiir die
kristallographischen Symmetricoperationen zusammengestellt. Wie man sieht, kommt jede Wer-
tekombination von Determinante und Spur nur einmal vor, d. h., man kann an dieser Wertekom-
bination bei einer in analytischer Form gegebenen Symmetrieoperation das betreffende Symme-
trieelement sofort erkennen.

Kristallographische Symmetricoperationen miissen der Bedingung geniigen, daB sie ein Gitter mit
sich zur Deckung bringen. Das bedeutet, da3 in einem dem Gitter angepaliten Achsensystem, in wel-
chem die Gitterpunkte ganzzahlige Koordinaten haben, auch die Koeffizienten der Symmetrieopera-
tionen, d. h. die Elemente der betreffenden Matrizen, ganzzahlig sein miissen. Infolgedessen muf3
auch die Spur dieser Matrizen ganzzahlig sein. Die Spur der Matrix fiir eine Drehung um den Winkel
o hat den Wert 2cosa + 1; die Spur der Matrix fiir eine Drehinversion hat den Wert —2cosa — 1. Bei-
des fiihrt auf die Bedingung: cosa = n/2 mit n als einer ganzen Zahl. Da cosa nur Werte von —1 bis +1
annehmen kann, sind fiir #» nur die ganzen Zahlen 0, 1 und £2 méglich, und der Winkel o kann nur
die Werte 0°, 60°, 90°, 120°, 180°, 240°, 270°, 300° oder 360° annehmen. Diese einfache algebrai-
sche Betrachtung entspricht dem vorn gefiihrten Beweis zur Beschriankung der Zghligkeit von (kris-
tallographischen) Drehachsen und ist auch fiir die Drehinversionsachsen zutreffend: Beziiglich der
makroskopischen Eigenschaften von Kristallen kdnnen also zufolge ihres Gitterbaus nur die bisher

genannten zehn Arten von Symmetrieelementen 1, 2, 3,4, 6, 1, 2, 3,4, 6 vorkommen.
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Tabelle 1.3. Matrizen zur Darstellung kristallographischer Symmetrieoperationen (Auswahl).

1 00 100
0 1 0] Einheitsmatrix 1 0 1 0| Inversion
00 1 00 1
100 1 0 1 00 01
m, 01 0f|m 010 m, 01 0| |m, ||T 00
100) |{o o 1] (010 0 o [lo o 1 110) [lo o
110 1 0 100 110
m! 01 0f|m 110 my, ([T 1 0| |my |l0T
Q1100 o 1] (1210)|l0 0 1 1010y [{ 0 o0 ©110)[lo 0 1
1 00 100 100 010
2, 01 0f]2, 010 2, 010 1 0
[too] |to o 1)[[010] [0 0 T [001] [lo o 1 1oy |{o 1
110 100 1 00 110
2 o1 ol 2 110 25, 11T 0| |2, 010
[10.0] |0 o 1)[[0LO] [0 O 1 [21.01|lo 0o 1 [120]1 {0 0 1
010 —12 32 00 1 01 0
3" 1103 N T 3, 1 00| |3, 00 1
[00.11 |lo o 1/ [001] 0 0 [ (lo 1 o 1y ({1 o o
010 12 312 0 0 1 010
3;1 11 9 37 N EY, )] 30 100 3@2 9 1
[00.11 {0 o 1) [001] 0 0 iy |lo 17 o i i{t o o
1 00 010 100 010
4 00 1|4 1 00 4, 00 1|4 100
[1oo] (to 1 o) |[001] [lo o 1 [100] |lo T [oo1] Lo o 1
110 12 32 T 10 -12 B2 oo
h 0 h - o
6! 10 0f]6 br n 6 10 0) |6 B2 -12 0
[00.11 |lo o [00.1] 0 0 [00.1]1 [lo o0 T [001] 0 0o T
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Tabelle 1.4. Matrixinvarianten der erzeugenden Symmetrieoperationen.

Symmetrieelement 1 2 3 4 6 1 2 3 4 6
Drehwinkel a der 360°  180°  120° 90° 60° 360° 180° 120° 90° 60°
erzeugenden Sym- 240°  270°  300° 240°  270°  300°
metrie-operation

Determinante 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1
Spur 3 -1 0 1 2 -3 1 0 -1 -2

f/../..‘mm M, 3 »//’
7 IIN=N
““.‘.‘l‘.“l‘.'.:f’f'f{A"“!-
)%
A ——

Bild 1.51. Drehachsen und Spiegelebenen des Wiirfels.

An einem Kristall konnen jedoch mehrere dieser Symmetrieelemente gleichzeitig vorhanden
sein. Betrachten wir als Beispiel den Wiirfel. Er ist ein hochsymmetrischer Krper und besitzt
eine ganze Anzahl von Symmetrieelementen (Bild 1.51). So finden wir am Wiirfel drei vierzéh-
lige Achsen (parallel zu den Wiirfelkanten durch seinen Mittelpunkt), vier dreizéhlige Achsen
(von Ecke zu Ecke entlang der Raumdiagonalen, es sind zugleich Drehinversionsachsen 3 )
und sechs zweizdhlige Achsen (von Kantenmitte zu Kantenmitte parallel zu den Flichendiago-
nalen).

Daneben besitzt der Wiirfel insgesamt neun Spiegelebenen, und zwar senkrecht zu den vier-
zdhligen und senkrecht zu den zweizédhligen Drehachsen; aulerdem hat er ein Inversionszentrum.
So viele Symmetrieelemente wie der Wiirfel weisen allerdings nur einige Kristallarten auf.

Nun kdnnen Symmetrieelemente jedoch nicht willkiirlich miteinander kombiniert werden,
sondern es treten an Kristallen nur solche Kombinationen auf, die mit einem Gitter vertrdglich
sind. Betrachten wir in dieser Hinsicht die Kombination irgend zweier Drehungen um eine Achse
D und eine andere Achse E. Fiihrt man zunichst eine Drehung um einen Winkel J um die Achse
D und anschlieBend eine Drehung um einen Winkel ¢ um die Achse E aus, so ist das Ergebnis
eine (einfache) Drehung um eine dritte Achse F um einen gewissen Winkel ¢. Die Achse F und
den Drehwinkel ¢ findet man mit Hilfe der EULERschen Konstruktion (Bild 1.52):

Bild 1.52. Eulersche Konstruktion.
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Man verbinde D mit E auf der Polkugel bzw. im Stereogramm durch einen Grofkreis. Dann
zeichne man durch D je einen GroBkreis im Winkel +6/2 und —/2 und durch E je einen Grofkreis
im Winkel +¢/2 und —/2 zum GroBkreis DE. Diese GroBkreise schneiden sich in F und F’ unter
einem Winkel ¢/2. Aulerdem werde noch durch E ein Groflkreis im Winkel ¢/2 und durch F ein
GroBkreis im Winkel —¢/2 zum GroBkreis EF gezeichnet, die sich beide in D’ schneiden. Fiihren
wir um D eine Drehung um den Winkel ¢ aus, so gelangt F' in die Position F". Fiihren wir an-
schlieBend um E eine Drehung um den Winkel ¢ aus, so gelangen wir wieder in die Position F
zuriick. Offensichtlich bleibt /' durch die Kombination beider Drehungen unverindert, d. h., wir
haben in F die gesuchte Achse der resultierenden Drehung gefunden. D bleibt durch die erste
Drehung unverindert und gelangt durch die zweite Drehung um den Drehwinkel ¢ um die Achse
E in die Position D'. Diese aus beiden Drehungen resultierende Bewegung von D nach D’ erhilt
man jedoch offensichtlich auch durch eine Drehung um den Winkel —¢ um die Achse F, der mit-
hin den gesuchten resultierenden Drehwinkel darstellt.

In dem durch D, E, F gebildeten sphirischen Dreieck mit den Seiten d, e, fund den Winkeln,
0/2, ¢/2, /2 gilt nach dem Winkelkosinussatz der sphérischen Trigonometrie:

cosf’=[cos(p/2) + cos(d/2) cos(&/2)] / [sin(d/2) sin(e/2)] .

Analoge Ausdriicke gelten fiir die Seiten d und e (vgl. S. 31). Nun sind als Deckoperationen eines
Gitters sowohl fiir J und ¢ als auch fiir ¢ nur Drehungen um die oben genannten , kristallographi-
schen” Drehwinkel zuléssig, so dal es fiir die Winkel d, e, f zwischen den Achsen nur eine be-
grenzte Anzahl von Werten geben kann. Untersucht man systematisch alle moglichen Félle und
scheidet triviale Losungen (wie cosf= 1, also /= 0°) und unmogliche Werte (wie cosf'> 1) aus, so
gelangt man zu dem Ergebnis, daB3 es in einem Gitter, d. h. an Kristallen, nur die auf Bild 1.53 dar-
gestellten sechs nichttrivialen Kombinationen von jeweils drei Drehachsen geben kann.

-
- -~

J0°

22 Jz2 4z b2
w32 i
452 o7z
AN Tk %
7 W77

Bild 1.53. Die sechs mit einem Gitter vertriglichen Kombinationen dreier Drehachsen.

Die nicht ganzzahligen Winkel folgen aus der Geometrie des Wiirfels: arctan V2 = 54044 ; arcsin 1/ V3~35°16 etc.

Analoge Beschriankungen gelten fiir eine Kombination von Drehinversionen miteinander oder
mit Drehungen, was hier nicht im einzelnen ausgefiihrt wird. Eine Drehinversion erzeugt von
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einem Objekt ein spiegelgleiches Bild; eine zweite Drehinversion erzeugt aus dem letzteren wie-
der ein kongruentes Bild; d. h., das Resultat der Kombination zweier Drehinversionen ist eine
gewohnliche Drehung. Analog ist das Resultat der Kombination einer Drehinversion mit einer
Drehung wieder eine Drehinversion.

Die erdrterten Bedingungen fiir die Kombination von Drehungen bzw. Drehinversionen bedeu-
ten eine drastische Beschrinkung der Kombinationsmdoglichkeiten von Symmetrieelementen an
Kristallen.

Die systematische Untersuchung zeigt, dass es nur 32 verschiedene Kombinationen von Sym-
metrieelementen gibt, die diese Bedingungen einhalten; sie werden als Kristallklassen oder
Punktgruppen bezeichnet (Tab. 1.5) und stellen im mathematischen Sinne eine Gruppe (Symme-
triegruppe) dar. Hierbei sind die zehn verschiedenen Fille schon mitgezéhlt, in denen nur ein
einzelnes Symmetrieelement vorhanden ist. Diese erstmals von HESSEL (1830) abgeleiteten 32
Kristallklassen beschreiben die makroskopische Symmetrie der Kristalle (vgl. vorderes Vorsatz-
papier).

Gemadl Tab. 1.5 gibt es zunéchst die Kristallklassen mit einer einzelnen Drehachse n (n =1, 2,
3,4, 6) sowie jene mit einer einzelnen Drehinversionsachse 7 . Die Kombination einer Drehachse
n mit einer zu ihr senkrechten Spiegelebene m ergibt die Kristallklassen n/m, ndmlich 2/m, 4/m
und 6/m (sprich: ,,zwei tiber m* usw.; der Bruchstrich kann auch horizontal geschrieben werden).

Bemerkenswerterweise liefert 3/m = 6 keine neue Kristallklasse, desgleichen nicht die Kombina-
tionen n/m (E/m =m; 3/m = 6/m; 4/m =4/m; 6/m=6 ). Aus der Kombination einer Drehachse

bzw. einer Drehinversionsachse mit einer zu ihr parallelen Spiegelebene erhélt man die Kristall-
klassen nm bzw. nm . Die Kombination einer Drehachse mit einer zu ihr senkrechten zweizihli-
gen Achse ergibt die Kristallklassen #2 (vgl. Bild 1.53), und die Hinzunahme einer Spiegelebene
senkrecht zu einer dieser Drehachsen fiihrt auf die Kristallklassen n/mm. Schlie8lich gibt es noch
die fiinf kubischen Kristallklassen, die aus einer Kombination von Drehachsen geméf 233 und
432 im Bild 1.53 (die man am besten auf einen Wiirfel bezieht) hervorgehen; zu diesen Anord-
nungen kdnnen dann noch auf dreierlei Weise Spiegelebenen hinzugefiigt werden.

In Tab. 1.5 ist zu jeder Kristallklasse (Punktgruppe) ein Satz erzeugender Symmetrieoperatio-
nen in der Notation der Tab. 1.3 angegeben. Thre Hintereinanderausfithrung (fortgesetzte Multi-
plikation mit sich selbst) ergibt die erzeugenden Symmetrieelemente. Deren Kombination (fortge-
setzte Multiplikation der Matrizen untereinander) liefert simtliche Symmetrieoperationen, die den
Kristall mit sich zur Deckung bringen. Diese Symmetrieoperationen bilden im Sinne der Mathe-
matik eine Gruppe endlicher Ordnung. Die Ordnung wird durch die Anzahl der zugehdrigen
Symmetrieoperationen (bis zu 48 in der Punktgruppe m3m ) gegeben und ist gleichfalls in
Tab. 1.5 aufgefiihrt.

In manchen Féllen kann man einen Satz erzeugender Symmetrieoperationen auf verschiedene
Weise aus der Menge der Symmetrieoperationen einer Punktgruppe auswéhlen; d. h., man kann
von unterschiedlichen Kombinationen von Symmetrieelementen ausgehen und gelangt trotzdem
zur selben Kristallklasse. In solchen Fillen entstehen aus einer Kombination bestimmter Symme-
trieelemente automatisch noch weitere Symmetrieelemente, die man gleichfalls als erzeugendes
Symmetrieelement hétte wéihlen kdnnen. So ist schon anschaulich klar, dass bei einer Kombina-
tion einer dreizéhligen Drehachse mit einer zweizdhligen Drehachse sich letztere insgesamt drei-
mal wiederholen muss, um die dreizdhlige Symmetrie zu gewiahrleisten. Die zahlreichen Symme-
trieelemente des Wiirfels (Punktgruppe m3m ) folgen bereits alle aus einer Kombination einer

vierzihligen Drehachse mit einer Drehinversionsachse 3 unter einem Winkel von 54°44' (vgl.
Bild 1.53).
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Diese Zusammenhénge sollen am {ibersichtlichen Beispiel der Punktgruppe (Kristallklasse) 2/m
(Ordnung 4) noch einmal erldutert werden (Bild 1.54): Gehen wir von irgendeiner Fldche (1) aus, so
muss es wegen der zweizéhligen Drehachse (b-Achse) auch eine Flache (2) geben. Die zur b-Achse
senkrechte Spiegelebene m bedingt eine weitere Fldche (3). Die zweizéhlige Drehachse verlangt nun
wieder, dass zu (3) auch noch eine Fliche (4) existiert, bzw. auch die Spiegelebene verlangt die
Existenz von (4) beziiglich der Fliache (2). Weitere Flachen werden durch diese Symmetrieelemente
nicht erzeugt. Nun stehen aber die Fliachen (1) und (4) sowie die Flichen (2) und (3) zueinander in
der Relation gemifl dem Inversionszentrum. Dieses Symmetrieelement wird also automatisch von
der Kombination der beiden anderen erzeugt. Genauso gut hitte man von der Kombination einer
zweizédhligen Drehachse mit dem Inversionszentrum oder von der Kombination einer Spiegelebene
mit dem Inversionszentrum ausgehen konnen, um die Kristallklasse 2/m zu erhalten.

Die auf HERMANN (1928) und MAUGUIN (1931) zuriickgehenden sog. Internationalen Symbole
fiir die Kristallklassen (Punktgruppen) geben jeweils die in bestimmten ,,Blickrichtungen® vor-
handenen Symmetrieelemente an. Im triklinen Kristallsystem gibt es keine besondere Blickrich-
tung; im monoklinen Kristallsystem dient die b-Achse als Blickrichtung; im rhombischen Kris-
tallsystem sind es die a-, b- und c-Achse. Im tetragonalen, trigonalen und hexagonalen
Kristallsystem sind die c-Achse, eine a-Achse und eine Winkelhalbierende zwischen zwei
a-Achsen in dieser Reihenfolge die Blickrichtungen, und im kubischen Kristallsystem sind es eine
a-Achse, eine Raumdiagonale (des als Bezug benutzten Wiirfels) und eine Winkelhalbierende

zwischen zwei a-Achsen. So bedeutet das Symbol EEE , auch als 2/m 2/m 2/m zu schreiben,
mmm

dass es in jeder der drei Achsenrichtungen eine zweizéhlige Drehachse gibt, zu welcher senkrecht
jeweils eine Spiegelebene steht. In manchen Féllen wird das Symbol auch gekiirzt, z. B. im vor-
liegenden Fall auf mmm, wobei auch aus der gekiirzten Form alle Symmetrieelemente der betref-
fenden Kristallklasse abgeleitet werden konnen. Neben den Internationalen Symbolen gibt es fiir
die Kristallklassen (Punktgruppen) noch eine dltere Symbolik nach SCHOENFLIES (1891) (vgl.
vorderes Vorsatzpapier).

1.5.6. Formen

Das Stereogramm im Bild 1.54 représentiert vier Flichen, die sich in parallelen Kanten schneiden:
Sie bilden damit eine Séule oder ein Prisma, und zwar ein monoklines Prisma (so bezeichnet, weil
es der monoklinen Kristallklasse 2/m zugehort); sein Querschnitt hat die Gestalt eines Rhombus,
so dass es geometrisch keinen Unterschied zu einem rhombischen Prisma gibt, welches in den
rhombischen Kristallklassen auftritt. Die Endfldchen der Sdule gehoren selbstverstindlich nicht
zu diesem Prisma, es ist in seiner Lénge unbegrenzt oder ,,offen*. Entsprechend der Symmetrie
der Kristallklasse 2/m gehoren also zu einer beliebigen Ausgangsflache mit den Indizes (%k]) stets

noch die Fliachen (l’_lkl_), (hE) und (}7 kil ), die alle vier zusammen die ,,Form* eines Prismas

bilden. Eine Form ist in der Kristallographie die Menge aller Flachen, die — ausgehend von einer
Flache — durch die Symmetrieelemente der jeweiligen Kristallklasse aufeinander bezogen sind.
Sie wird durch die Indizes der betreffenden Ausgangsfliche symbolisiert, die in geschweifte
Klammern eingeschlossen werden: {hkl}.

Wie man sich anhand von Bild 1.54 verdeutlicht, kann der Pol (1) der Ausgangsfldche (hkl) auf
der Polkugel bzw. im Stereogramm in irgendeiner beliebigen oder allgemeinen Lage angenom-
men werden (also iiberall mit Ausnahme einer Position auf der Spiegelebene oder der zweizahli-
gen Achse): stets entsteht die Form eines monoklinen Prismas (allerdings mit entsprechend ver-
schiedenen Kantenwinkeln), die deshalb als allgemeine Form bezeichnet wird. Die allgemeine
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Form ist fiir die einzelnen Kristallklassen typisch und gibt ihnen den Namen (vgl. vorderes Vor-
satzpapier). Entsprechend den Moglichkeiten, den Pol der Ausgangsfliche (#k/) auf der Fléche
der Polkugel bzw. im Stereogramm zu verschieben, gibt es in jeder Kristallklasse eine zweidi-
mensionale Mannigfaltigkeit von allgemeinen Formen {hkl/}. Der Begriff der Form wird sowohl
im konkreten Sinn (z. B. gibt es die Form {321}) als auch zur Kennzeichnung entsprechender
Mannigfaltigkeiten verwendet.

Bild 1.54. Kristallklasse 2/m.

a) Monoklines ,,-hombisches Prisma;
b) b) Stereogramm.

Wenn die Ausgangsflidche eine spezielle Lage zu den Symmetrieelementen einnimmt, entste-
hen spezielle Formen. In der Kristallklasse 2/m haben alle Flachen (%0/) eine solche spezielle
Lage, ndmlich senkrecht zur Spiegelebene. Die spezielle Form {40!} ist in diesem Fall ein paral-
leles Flachenpaar (Pinakoid) senkrecht zur Spiegelebene bzw. parallel zur b-Achse, bestehend aus
den Flichen (407) und (£ 01 ). Gegeniiber der aus vier Flichen bestehenden allgemeinen Form des
Prismas hat also diese spezielle Form infolge der speziellen Lage der Flachenpole in der Spiegel-
ebene eine verminderte Anzahl von Flachen. Dafiir sind aber die Flachen als solche (d. h. in sich
selbst) spiegelsymmetrisch — im Gegensatz zu den Flachen der allgemeinen Form. Von den Pina-
koiden {h0l} gibt es eine eindimensionale Mannigfaltigkeit. — Eine weitere spezielle Lage hat
eine Fliache senkrecht zur zweizéhligen Achse, also zur b-Achse; auch hier entsteht als spezielle
Form ein Parallelflichenpaar, das Pinakoid {010}, bestechend aus den Flichen (010) und (010).
Es gibt senkrecht zur h-Achse nur dieses eine Parallelflichenpaar; diese spezielle Form ist also
invariant. Als Eigensymmetrie besitzen die Fliachen dieses Pinakoids {010} eine zweizdhlige Ro-
tationssymmetrie. Weitere spezielle Formen gibt es in der Kristallklasse 2/m nicht.

Von den speziellen Formen sind noch die Grenzformen zu unterscheiden, die eine Zwischen-
stellung zwischen den allgemeinen und speziellen Formen einnehmen. Ein Beispiel: In der Kris-
tallklasse 3 haben wir als allgemeine Form die trigonale Pyramide (vgl. Bild 1.43). Verschieben
wir im Stereogramm die Flachenpole dieser Pyramide nach auBlen auf den Grundkreis zu, so wird
diese Pyramide immer spitzer, bis sie schlielich, wenn die Flachenpole auf dem Grundkreis lie-
gen, in ein trigonales Prisma (eine Dreiecksédule) iibergeht, das die Grenzform einer trigonalen
Pyramide darstellt. Die Fldchen haben jetzt zwar eine besondere Position, ndmlich parallel zur
dreizdhligen Achse, doch éndert sich nichts an ihrer Anzahl und Symmetrie — zum Unterschied
von den ,,echten speziellen Formen.

Die Entwicklung der Formen ist fiir die einzelnen Kristallklassen und oft auch fiir die speziel-
len Kristallarten typisch und gehort zu den wichtigsten duferen Kennzeichen der Kristalle (sofern
tiberhaupt Kristallflaichen ausgebildet sind). Meist zeigen die Kristalle eine Kombination von
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mehreren Formen gleichzeitig. Die Gesamtheit der an einem Kristall auftretenden Formen wird
als seine Tracht bezeichnet. Zum Unterschied von solchen Formenkombinationen bezeichnet man
die einzelne Form fiir sich auch als einfache Form. In den hohersymmetrischen Kristallklassen
kann man, wie spiter noch ausgefiihrt wird, jeweils sieben Sorten einfacher Formen unterscheiden.
In geometrischer Hinsicht gibt es insgesamt 47 Sorten kristallographischer Formen (A. NIGGLI
[1.8]), davon 17 offene und 30 geschlossene. Teils handelt es sich um allgemein bekannte und wie
iiblich bezeichnete geometrische Formen (Polyeder), z. B. Pyramiden, Prismen (Séulen), Wiirfel
(Hexaeder), Oktaeder, Tetraecder, Rhomboeder, teils sind die Formen und ihre Bezeichnungen
auBerhalb der Kristallographie weniger geldufig und werden bei der Besprechung der 32 Kristall-
klassen (Abschn. 1.6) vorgestellt. Die Bezeichnungen der Pyramiden und Prismen gehen aus

Bild 1.55 hervor.
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Bild 1.55. Grundfidchen von Prismen bzw. Pyramiden.

a) Rhombisches Prisma bzw. rhombische Pyramide (auch das monokline Prisma — Bild 1.54 — hat als Grundflédche
einen Rhombus); b) Rechtecksdule bzw. Rechteckpyramide treten nicht als einheitliche Form auf, sondern miissen
jeweils aus zwei speziellen Formen zusammengesetzt werden; c) trigonales Prisma bzw. trigonale Pyramide;

d) ditrigonales Prisma bzw. ditrigonale Pyramide; ¢) tetragonales Prisma bzw. tetragonale Pyramide; f) ditetragona-
les Prisma bzw. ditetragonale Pyramide; g) hexagonales Prisma bzw. hexagonale Pyramide; h) dihexagonales
Prisma bzw. dihexagonale Pyramide.

Die Symmetrie der Kristalle, die eine Folge ihres Gitterbaus ist, kommt aber nicht nur in der
Entwicklung der Kristallflichen und Formen zum Ausdruck, sondern bezieht sich selbstverstind-
lich auf alle Eigenschaften. So lassen sich z. B. beziiglich einer Richtung [uvw] in einem Kristall
alle diejenigen Richtungen angeben, die zufolge der Symmetrieelemente der jeweiligen Kristall-
klasse zur ersten Richtung gleichwertig (dquivalent) sind. Eine solche Menge dquivalenter Rich-
tungen, die also einer kristallographischen Form analog ist, wird mit <uvw> symbolisiert.

1.6. Die 32 Kristallklassen

Die Kristalle lassen sich nach ihrer makroskopischen Symmetrie den 32 Kristallklassen (Punkt-
gruppen) zuordnen (vgl. Tab. 1.5 und das vordere Vorsatzpapier). Das die allgemeine Form dar-
stellende Polyeder gibt — nach einer nicht ganz einheitlichen, auf GROTH (1876) zuriickgehenden
Bezeichnungsweise — der Kristallklasse den Namen.
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Die 32 Kristallklassen (auch als geometrische Kristallklassen bezeichnet) gliedern sich in sie-
ben Kristallsysteme: das trikline, monokline, rhombische, tetragonale, trigonale, hexagonale und
kubische Kristallsystem, welch erstere beiden 1824 von NAUMANN den bis dahin schon ldnger
bekannten anderen hinzugefiigt wurden. Diese Einteilung richtet sich nach der Symmetrie der mit
den Kristallklassen korrespondierenden Translationsgitter (wie sie auch in den zutreffenden kris-
tallographischen Achsensystemen zum Ausdruck kommt): Ein Kristallsystem ist durch die Punkt-
symmetrie gekennzeichnet, die den Gitterpunkten der betreffenden Translationsgitter zukommt;
das ist die Symmetrie der hochstsymmetrischen Kristallklasse des betreffenden Kristallsystems.
Diese Kristallklasse wird als Holoedrie (eines Kristallsystems) bezeichnet (griech. okog: ganz),
weil ihre allgemeine Form die ,,volle® Flichenzahl entwickelt. (Auf einige besondere Gesichts-
punkte bei der Abgrenzung des trigonalen und des hexagonalen Kristallsystems, die beide zu-
sammen die hexagonale Kristallfamilie bilden, wird im Abschn. 1.6.5. zuriickzukommen sein).

Tabelle 1.6. Die Meroedrien in den sieben Kristallsystemen.

Kristallsystem Triklin | Mono- | Rhom- Tetra- Trigonal | Hexa- Kubisch
klin bisch gonal gonal
Holoedrie 1 2/m mmm 4/mmm 3m 6/mmm m3m
Hemimorphie - - mm?2 4mm 3m 6mm -
Paramorphie - - - 4/m 3 6/m m3
Enantiomorphie 1 2 222 422 32 622 432
Hemiedrie IT - m - 42m - 6m2 43m
Tetartoedrie — — — 4 3 6 23
Tetartoedrie 1T - - - 4 - 6 -

Neben der Holoedrie werden in den einzelnen Kristallsystemen die Kristallklassen mit geringe-
rer Symmetrie (und entsprechend verminderter Flichenzahl der allgemeinen Formen) als Meroe-
drie (griech. pepog: Teil) bezeichnet, darunter die Kristallklassen mit einer halb so groBen Fla-
chenanzahl als Hemiedrie (griech. nuu halb). Aulerdem gibt es fiir die einzelnen Meroedrien
noch weitere Bezeichnungen, die nicht immer einheitlich und vorwiegend in der élteren Literatur
benutzt werden (Tab. 1.6).

Die anschlieende Besprechung der einzelnen Kristallklassen wird in der Reihenfolge der
International Tables for Crystallography vorgenommen, wonach die Holoedrie als jeweils letzte
Kristallklasse eines Kristallsystems erscheint. Nach der gleichen Vorlage werden die allgemeinen
und die speziellen Formen (einer Kristallklasse) durch Buchstaben gekennzeichnet, wonach die
allgemeine Form den in der alphabetischen Reihenfolge jeweils letzten Buchstaben erhélt. Jeder
Kristallklasse sind ein Stereogramm seiner allgemeinen Form (Flachenpole auf der Oberseite:
Vollkreise; auf der Unterseite: Leerkreise) und ein Stereogramm seines Symmetriegeriistes vo-
rangestellt. Im letzteren Stereogramm sind aulerdem die Flachenlagen der verschiedenen Formen
beziiglich der Symmetrieelemente angemerkt (WYCKOFF-Positionen oder besser: WYCKOFF-
Lagen).

1.6.1. Triklines Kristallsystem

Das trikline oder anorthische Kristallsystem umfasst die Kristallklassen 1 und 1 . Die drei
schiefwinkligen kristallographischen Achsen sind nicht durch Symmetrieelemente ausgezeichnet
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und werden parallel zu drei wichtigen Kristallkanten bzw. zu drei kiirzesten Gittervektoren ange-
nommen und {iblicherweise so gewihlt, dass man ¢ < a < b und a, > 90° hat. Der Kristall wird
gewohnlich so aufgestellt, dass die c-Achse vertikal steht und die Fldchennormale auf (010) hori-
zontal nach rechts gerichtet ist (vgl. Bild 1.30). Die Fldche (001) ist dann nach vorn rechts geneigt
(Bild 1.57). Die Achsenverhiltnisse a/b und c/b sowie die Winkel a, f, y zwischen den Achsen
sind Materialkonstanten.

Kristallklasse 1. Triklin-pediale Klasse

Allgemeine Form: a (hkl) Pedion (Monoeder).

Spezielle Formen: keine.

Beispiel: Calciumthiosulfat CaS,0;°6H,0 (Bild 1.56). — Da es
keine Symmetrieelemente gibt, besteht jede Form {Akl} aus
der einzelnen Flache (4kl) (Pedion), so dass mindestens vier

verschiedene Formen nétig sind, um einen geschlossenen Koérper zu bilden. Im Bild 1.56 zéhlt
man 19 verschiedene Formen. Zur Kristallklasse 1 gehdren nur wenige Kristallarten, und ihre

Unterscheidung gegeniiber der Kristallklasse 1 ist oft problematisch.

thiosulfat.

Kristallklasse 1. Triklin-pinakoidale Klasse

o Allgemeine Form: a {hkl} Pinakoid (Paralleloeder; Bild 1.46).
i'/ Spezielle Formen: keine.
° Beispiele: Kupfervitriol CuSO,45H,0, Plagioklase (Kalkna-
\ *q tronfeldspite), darunter Albit Na [AlISi;Og] (Bild 1.57), Kyanit
(Disthen) Al,[O|Si0,], Axinit (Bild 1.58). — Wegen des Inver-

sionszentrums gibt es an den Kristallen zu jeder Flache eine parallele Gegenfldche. Die Kristall-

klasse 1 findet sich sowohl unter den Mineralen als auch unter den Kristallen synthetischer orga-
nischer Stoffe relativ haufig.

1.6.2. Monoklines Kristallsystem

Das monokline Kristallsystem umfasst die Kristallklassen 2, m und 2/m. Die zweizéhlige Drehachse
bzw. die Normale der Spiegelebene m (Drehinversionsachse 2 ) wird gewdhnlich als b-Achse ge-
wihlt. Diesen Symmetrieelementen zufolge gibt es Kanten am Kristall, die senkrecht zur h-Achse
verlaufen. Zwei dieser Kanten werden als a- und als c-Achse gewihlt; sie schlieBen untereinander
den schiefen ,,monoklinen” Winkel f ein. Ublicherweise werden ¢ < a und £ > 90° gewdhlt. Die
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c-Achse wird vertikal aufgestellt, so dass die b-Achse horizontal nach rechts und die a-Achse nach
vorn unten weisen; die Fliche (001) ist dann nach vorn geneigt (vgl. Bild 1.64). Die Achsenverhlt-
nisse a/b und ¢/b sowie der Winkel § sind Materialkonstanten. — In einer anderen Aufstellung wird
die zweizéhlige Drehachse bzw. die Normale der Spiegelebene als (vertikal gestellte) c-Achse ge-
wahlt; dann ist y der schiefe ,,monokline* Winkel (vgl. Bild 1.45).

Es ist bemerkenswert, dass es kein ,,biklines* Kristallsystem gibt, welches durch nur einen
rechten Winkel a = 90° und zwei schiefe Winkel S, y # 90° gekennzeichnet wire: Ein Inversions-
zentrum ist noch mit einem triklinen Gitter, also a, £, y # 90°, vertriglich; eine zweizéhlige Dreh-
achse oder eine Spiegelebene bedingen sofort ein monoklines Gitter mit a =y = 90°; § # 90°.

Kristallklasse 2. Monoklin-sphenoidische Klasse
Y ) | Allgemeine Form: b {hkl} Sphenoid (Dieder; Bild 1.42).
/ /h /\ Grenzform: b’ {h0l} Pinakoid (Parallelocder).
¢ 7 : a; Spezielle Formen: a (010) und a' (010 ) Pedien.
\'\\U \bi b Beispiele: Weinsdure C4H606 (Bild 1.59), Zucker (insbe-
= ! sondere Kandiszucker, Bild 1.60), Ethylammoniumiodid

NH;C,H;l. — Einziges Symmetrieelement ist eine zweizéhlige Achse. Die Kanten der an den
Kristallen auftretenden Sphenoide stehen senkrecht zu dieser Achse (b-Achse). Die beiden Fla-

chen (010) und (0 1O) stellen jede fiir sich eine eigene Form dar, d. h., Richtung und Gegen-
richtung der zweizdhligen Drehachse sind symmetrisch nicht gleichwertig. Eine solche Dreh-
achse nennt man polar. Man erkennt polare Drehachsen daran, dass die Kristalle in der
betreffenden Richtung und Gegenrichtung die Fliachen unterschiedlich entwickeln, also ein
anderes Aussehen haben.
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Bild 1.59. Kristalle von Weinsdure. Bild 1.60. Kristall von Rohrzucker.

a) Linksweinsdure; b) Rechtsweinsdure.

Die Kristalle von Rechts- und Linksweinsdure zeigen eine weitere interessante morphologische
Beziehung: Die Polyeder verhalten sich spiegelbildlich zueinander, d. h. wie die rechte zur linken
Hand. Eine solche Relation bezeichnet man als Enantiomorphie; die Rechts- und Linksformen
sind enantiomorph (griech. gvavtiog: entgegengesetzt). Enantiomorphie tritt nur in solchen Kris-
tallklassen auf, in denen als Symmetrieoperationen ausschlieflich Drehungen vorkommen. Es
gelingt nicht, die Rechts- mit der Linksform des Kristalls durch eine reelle Bewegung (etwa durch
eine Drehung um eine Achse parallel zur c-Achse) zur Deckung zu bringen. Das wird im Bild
1.59 nicht ganz deutlich; man gehe bei der Betrachtung der beiden Kristalle davon aus, dass die
Flache (001) zur c-Achse (also zu den vertikalen Kanten) nicht senkrecht steht. — Allgemein wird
durch die Konvention a > ¢ in einem rechtshidndigen Achsensystem die (positive) Richtung der
b-Achse festgelegt, und man kann unter dieser Voraussetzung (nach E. SOMMERFELDT) die Sphe-
noide {Akl} mit k> 0 (willkiirlich) als rechte und jene mit £ < 0 als linke bezeichnen.
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Kristallklasse m. Monoklin-domatische Klasse
Allgemeine Form: b {hkl} Doma (Dieder; Bild 1.45).
m Grenzform: b’ {010} Pinakoid.
Spezielle Form: a {hOl} Pedion.
w \_l_i / Beispiele: Kaliumtetrathionat K,S,04, Klinoedrit Ca,Zn,
[(OH),IS1,0;] H,O, Skolezit Ca[Al,Si;0,0]:3H,0, Hilgardit

Ca,[CI|BsO4(OH),] (Bild 1.61). — Einziges Symmetrieeclement ist eine Spiegelebene. Die Kanten
der an den Kristallen auftretenden Domen verlaufen parallel zur Spiegelebene bzw. senkrecht zur
b-Achse. Als isoliertes Flachenpaar ist ein Doma von einem Sphenoid nicht zu unterscheiden
(weshalb beide als Dieder bezeichnet werden), wohl aber durch die Flachenentwicklung des gan-
zen Kristalls. Man beachte auf Bild 1.61 auch die Entwicklung der hinteren Flachen und ver-
gegenwirtige sich, dass aufler der Spiegelebene tatsdchlich keine weiteren Symmetrieelemente
vorhanden sind!
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Bild 1.61. Kristall von Bild 1.62. Kristall  Bild 1.63. Kristall von Bild 1.64. Kristall
Hilgardit. von Gips. Diopsid. von Orthoklas.

Kristallklasse 2/m. Monoklin-prismatische Klasse

ATE\ Allgemeine Form: ¢ {hkl} monoklines Prisma (Bild 1.54.).
Spezielle Formen: b {h0l}, a {010} Pinakoide.
e Beispiele: Gips CaSO,2H,0 (Bild 1.62), Diopsid Ca(Mg,
t ’/ Fe)[Si,O6] (Bild 1.63), Orthoklas (Kalifeldspat) K[AISi;Oq]
\’J L (Bild 1.64), Natriumcarbonat-Dekahydrat (Soda) Na,COs-10H,0,

Oxalsdure C,04:2H,0, Chmon C¢H,0,, Naphthalen C,,Hg, Anthracen C,;H,,. — Die Kristallklasse 2/m
wurde bereits anhand von Bild 1.54 besprochen und besitzt neben der zweizéhligen Drehachse und der
Spiegelebene ein Inversionszentrum. Die zweizdhlige Drehachse (b-Achse) ist zufolge der Spiegel-
ebene nicht polar, die Flachenentwicklung ist in Richtung und Gegenrichtung dieser Achse die gleiche.
Man beachte die Unterschiede in der sich weitgehend entsprechenden Formenentwicklung zwischen
dem triklinen Plagioklas (Bild 1.57) und dem monoklinen Orthoklas (Bild 1.64). — Die Kristallklasse
2/m ist sowohl unter den Mineralen als auch unter den synthetischen Kristallen weit verbreitet und die
mit Abstand haufigste Kristallklasse.
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1.6.3. Rhombisches Kristallsystem

Das rhombische oder orthorhombische Kristallsystem umfasst die Kristallklassen 222, mm?2 und
mmm. Interpretiert man die Spiegelebenen m =2 als Drehinversionsachsen, so gibt es in diesen
Kristallklassen drei zueinander senkrecht stehende Symmetrieachsen, die zugleich das (orthogo-
nale) kristallographische Achsensystem bilden. Allerdings gelten auf den drei Achsen unter-
schiedliche MaBeinheiten. Ublicherweise wihlt man ¢ < a < b. Die Achsenverhiltnisse a/b und
¢/b sind Materialkonstanten.

Kristallklasse 222. Rhombisch-disphenoidische Klasse

*|o Allgemeine Form: d {hkl} rhombisches Disphenoid (rhombi-
sches Tetraeder; Bild 1.65).

>3y Grenzformen: d {hk0}, d" {hOl}, d'" {Okl} rhombische Pris-

g Spezielle Formen: ¢ {001}, b {010}, a {100} Pinakoide.
Beispiele: Epsomit (Bittersalz) MgSO,7H,0 (Bild 1.66), Goslarit (Zinkvitriol) ZnSO,*7H,0,
Seignettesalz KNaC,H,;04°4H,0, Glycerol C;HgOs, Asparagin C;HgO3;N,-H,O. — Die drei zuei-
nander senkrechten zweizédhligen Drehachsen sind nicht polar und symmetrisch nicht dquivalent.
Die durch die Achsen verbundenen Kantenpaare der Disphenoide sind zueinander nicht recht-
winklig (also auch nicht die Ober- und Unterkante im Bild 1.66). Da als Symmetrieeclemente nur
Drehachsen vorhanden sind, besteht Enantiomorphie. Durch die Konvention b > a > ¢ wird (in
einem rechtshindigen Achsensystem) die Anordnung der Achsen festgelegt, und man kann unter

dieser Voraussetzung (nach E. SOMMERFELDT) die Disphenoide {Akl} mit 4, k, [ > 0 (willkiirlich)
als rechte und die Disphenoide {4k} als linke bezeichnen.

hkt
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Bild 1.65. Rhombisches Disphenoid. Bild 1.66. Kristalle von Epsomit (Bittersalz).
Links- und Rechtsform. a) Kombination des Prismas {110} mit dem rechten

Disphenoid {111}; b) Kombination von Prisma {110},
Pinakoid {010}, rechtem Disphenoid {111} und linkem

Disphenoid {111}.
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Kristallklasse mm2. Rhombisch pyramidale Klasse

. | Allgemeine Form: d {hkl} rhombische Pyramide (Bild 1.67).
Grenzform: d' {hk0} rhombisches Prisma.
%—F  Spezielle Formen: ¢ {Okl}, b {h0[} Domen; ¢’ {010}, b’ {100}
\\J/ 5L+ Pinakoide; @ (001) und 001 ) Pedien.
S : Beispiele: Hemimorphit (Kieselzinkerz) Zn,[(OH),|Si,0,]-H,O
(Bild 1.68), Struvit MgNH,[PO,]-6H,O (Bild 1.69), Resorzin C4H4(OH),, Triphenylmethan
CH(C4Hs);, Pikrinsdure C4H,(NO,);OH. — Die beiden aufeinander senkrecht stehenden Spiegelebe-

nen bedingen eine polare zweizdhlige Drehachse in ihrer Schnittlinie, die als c-Achse aufgestellt
wird. Die abgebildeten Kristalle zeigen eine typisch hemimorphe Entwicklung.

101 27 o1
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Bild 1.67. Rhombische Pyramide. Bild 1.68. Kristall von  Bild 1.69. Kristall von Struvit.
Hemimorphit.

Kiristallklasse mmm. Rhombisch-dipyramidale Klasse

Allgemeine Form: g {hkl} rhombische Dipyramide (Bild
1.70).

Spezielle Formen: f {hk0}, e {h0l}, d {0kl} rhombische Pris-
men (Bild 1.55); ¢ {001}, b {010}, a {100} Pinakoide.
Beispiele: Schwefel (Bilder 1.24 und 1.25), Aragonit CaCOs,
Anhydrit CaSO,, Baryt BaSO,, Anglesit PbSO,, Topas
Al[F,|Si0,4] (Bild 1.71), Olivin (Mg,Fe),Si0,4 (Bild 1.72), Benzen (Benzol) C¢Hg. — Das vollstén-
dige Symbol lautet 2/m 2/m 2/m; durch die drei zueinander senkrechten Spiegelebenen entstehen
gleichzeitig in deren Schnittlinien drei zueinander senkrechte zweizédhlige Drehachsen, die unter-
einander symmetrisch nicht dquivalent sind, sowie ein Inversionszentrum. Die Kristallklasse
mmm ist unter den Mineralen hdufig. Beim Vergleich der Formen der Kristalle von Topas und
Olivin beachte man deren unterschiedliche Achsenverhéltnisse vona : b : ¢ = 0,5285 : 1 : 0,9539
(Topas) und 0.464 : 1 : 0,584 (Olivin). Wie bei manchen anderen Mineralen auch, sind beim Oli-
vin verschiedene ,,Aufstellungen® gebrduchlich, z. B. noch eine solche mit @' = ¢, b'=a, ¢'=b
sowiea':b':c'=1,257:1:2,155.

Bild 1.70. Rhombische Dipyramide.
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Bild 1.71. Kristall von Topas. Bild 1.72. Kristall von Olivin
Rechts: Kopfbild.

1.6.4. Tetragonales Kristallsystem

Das tetragonale Kristallsystem umfasst die Kristallklassen 4, Z, 4/m, 422, 4mm, 42m und
4/mmm. Die vierzahlige Drehachse bzw. Drehinversionsachse wird stets vertikal als c-Achse auf-
gestellt, senkrecht dazu verlaufen zwei gleichfalls zueinander senkrechte, gleichwertige a-Achsen,
weshalb auch die Bezeichnung ,,quadratisches Kristallsystem* vorkommt. Abgesehen von den
Kristallklassen 4 und 4 dienen die 2- bzw. 2 -Achsen als a-Achsen. Einzige (makroskopische)
Materialkonstante ist das Achsenverhéltnis c/a.

Kristallklasse 4. Tetragonal-pyramidale Klasse

Allgemeine Form: b {hkl} tetragonale Pyramide (Bild 1.43a).
Grenzform: b' {hk0} tetragonales Prisma.

Spezielle Formen: a (001) und (001 ) Pedien.

Beispiel: Todsuccinimid (CH,CO),NI (Bild 1.73).

— Einziges Symmetrieelement ist eine polare vierzihlige
Drehachse. Es besteht Enantiomorphie. Allerdings treten auf Bild 1.73 ausschlieflich Pyramiden
derselben Stellung auf, so dass der Kristall rein duflerlich eine hohere Symmetrie zeigt (Schein-
symmetrie), ndmlich die der Kristallklasse 4mm. Kristalle mit tetragonal-pyramidaler Symmetrie
bildet hingegen der Wulfenit PbMoO, aus (Bild 1.74), der seiner Struktur nach jedoch zur Kris-
tallklasse 4/m gehort. Diese Erscheinung, dass die Kristallgestalt eine niedrigere Symmetrie als
die Struktur aufweist, wird als Hypomorphie bezeichnet (KLEBER [1.9.]).
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Bild 1.73. Kristall von Bild 1.74. Kristall von Bild 1.75. Kristall von Cahnit.
lodsuccinimid. Wulfenit. Rechts: Kopfbild.
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Allgemein bezeichnet man im tetragonalen Kristallsystem Pyramiden {10 /} als solche
I. Stellung, Pyramiden {11 /} als solche II. Stellung und Pyramiden {kkl} mit & # k # O als solche
III. Stellung. Analoges gilt fiir die entsprechenden tetragonalen Prismen und in den betreffenden
Kristallklassen fiir tetragonale Dipyramiden (manchenorts auch als Bipyramiden bezeichnet). In
den pyramidalen Kristallklassen 4 und 4mm mit polarer vierzdhliger Drehachse unterscheidet man
auflerdem zwischen oberen (/ > 0) und unteren (/ < 0) Pyramiden.

Kristallklasse 4. Tetragonal-disphenoidische Klasse

Allgemeine Form: b {hkl} tetragonales Disphenoid (tetragona-
les Tetraeder, s. Bild 1.48).

Grenzform: b' {hkQ} tetragonales Prisma.

Spezielle Form: a {001} Pinakoid.

Beispiele: Cahnit Ca,[AsO,B(OH),] (Bild 1.75), Pentaerythrit
C(CH,OH),. — Die vierzihlige Drehinversionsachse ist zugleich zweizdhlige Drehachse; ein In-
versionszentrum gibt es nicht!

In der élteren Literatur werden die tetragonalen Disphenoide {Akl} mit &> k> 0, /> 0 als posi-
tive direkte (oder ,linke*), {khl} als positive inverse (oder ,,rechte®), { hkl } = {khl} als negative
direkte (oder ,rechte) und {{hkl } = {khl}} als negative inverse (oder ,linke*) bezeichnet,
obwohl es in der Kristallklasse 4 keine Enantiomorphie gibt.

Kiristallklasse 4/m. Tetragonal-dipyramidale Klasse

Allgemeine Form: ¢ {hkl} tetragonale Dipyramide (Bild 1.76).

‘l Spezielle Formen: b {hk0} tetragonales Prisma; a {001} Pi-
nakoid.

‘. Beispiele: Scheelit CaWO,, Natriumperiodat NalO,, Ferguso-

7 nit YNbO, (Bild 1.77). — Aus der vierzdhligen Drehachse und

der dazu senkrechten Spiegelebene resultiert das Inversionszentrum.

P D1
NS

Bild 1.76. Tetrago- Bild 1.77. Kristall von Fergusonit. Bild 1.78. Tetragonales Trapezoeder.

nale Dipyramide Rechts: Kopfbild. Links- und Rechtsform; Ansicht von ,,vorn
1I. Stellung. oben®.
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Kristallklasse 422. Tetragonal-trapezoedrische Klasse

Allgemeine Form: d {hkl} tetragonales Trapezoeder (1 linkes
Trapezoeder, r rechtes Trapezoeder; Bild 1.78).

Grenzformen: d' {hk0} ditetragonales Prisma; d" {h0/}, d""
{hhl} tetragonale Dipyramiden.

Spezielle Formen: ¢ {100}, b {110} tetragonale Prismen; a
{001} Pinakoid. — Beispiele: Methylammoniumiodid
NH;3(CH;)I (Bild 1.79), Retgersit NiSO,-6H,0. — Aus der Kombination einer vierzdhligen Dreh-
achse (c-Achse) mit einer zu ihr senkrechten zweizéhligen Drehachse (a;-Achse) resultieren eine
weitere, gleichwertige zweizdhlige Drehachse unter einem Winkel von 90° (a,-Achse) sowie ein
Paar weiterer zweizdhliger Drehachsen unter Winkeln von 45° zu den a-Achsen, was im Klassen-
symbol 422 durch die letzte 2 (fiir die diagonale Blickrichtung) zum Ausdruck gebracht wird. Da
nur Drehachsen vorhanden sind, besteht Enantiomorphie. Bezeichnet man nach E. SOMMERFELDT
die Formen {Akl} mit 4> k> 0 und /> 0 (linkes schraffiertes Feld) als linke Trapezoeder, dann
stellen die Formen {hkl} = {khl} (rechtes schraffiertes Feld) die korrelaten rechten Trapezoeder
dar (vgl. die betreffenden Ausfithrungen zur Kristallklasse 32).

Bild 1.79. Kristall von Methy-  Bild 1.80. Ditetragonale Pyra-  Bild 1.81. Kristall von Diabo-
lammoniumiodid. mide. leit.

Rechtsform.

Kristallklasse 4mm. Ditetragonal-pyramidale Klasse

Allgemeine Form: d {hkl} ditetragonale Pyramide (Bild 1.80).
‘l A"‘ Grenzform: d' {hk0} ditetragonales Prisma.
Spezielle Formen: ¢ {hOl}, b {hhl} tetragonale Pyramiden; ¢’
" %W {100}, b" {110} tetragonale Prismen; a (001) und (OOT) Pe-
- dien. — Beispiele: Diaboleit 2Pb(OH),-CuCl, (Bild 1.81; aller-
dings zeigt das Bild nur spezielle Formen). — Parallel zur polaren vierzdhligen Drehachse

(c-Achse) gibt es zwei Paare von Spiegelebenen, ein Paar senkrecht und ein Paar diagonal zu den
a-Achsen, was durch das Klassensymbol 4mm zum Ausdruck gebracht wird.

Kristallklasse 42m . Tetragonal-skalenoedrische Klasse

e |0 Allgemeine Form: d {hkl} tetragonales Skalenoeder (griech.
A A ) okaAnvol: uneben; Bild 1.82).
- Grenzformen: d' {hk0} ditetragonales Prisma; d” {h0!/} tetra-
'4%’ gonale Dipyramide.
Spezielle Formen: ¢ {hhl} tetragonales Disphenoid; ¢’ {110},
b {100} tetragonale Prismen; @ {001} Pinakoid. — Beispiele: Chalkopyrit (Kupferkies) CuFeS,
(Bild 1.83), Kaliumdihydrogenphosphat KH,PO,, Harnstoff CO(NH,),. — Parallel zur Drehinver-
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sionsachse 4 verlaufen zwei zueinander senkrechte Spiegelebenen; diagonal zu den Spiegelebe-
nen gibt es auBerdem zwei zweizdhlige Drehachsen, die normalerweise als a-Achsen gewéhlt
werden. In einer anderen Aufstellung werden die Normalen auf die Spiegelebenen (also die 2 -
Achsen) als a-Achsen gewihlt, was durch ein verindertes Klassensymbol 4m2 (die letzte Stelle
jeweils fiir die diagonale Blickrichtung) zum Ausdruck gebracht wird.

In der Kristallmorphologie unterscheidet man nach ihrer Stellung positive tetragonale Skaleno-
eder {hkl} mit h, k, [ > 0 und negative tetragonale Skalenoeder { hkl }.

| l

Bild 1.82. Tetragonales  Bild 1.83. Kristall von Bild 1.84. Ditetrago-  Bild 1.85. Kristall von
Skalenoeder. Chalkopyrit nale Dipyramide. Zirkon.
(Kupferkies).

Kristallklasse 4/mmm. Ditetragonal-dipyramidale Klasse

Allgemeine Form: g {hkl} ditetragonale Dipyramide (Bild
1.84).

Spezielle Formen: f {h0l}, e {hhl} tetragonale Dipyramiden;
d {hk0} ditetragonales Prisma; ¢ {100}, b {110} tetragonale
Prismen; a {001} Pinakoid. — Beispiele: Kassiterit (Zinnstein)
Sn0O,, Rutil TiO,, Zirkon ZrSiO,4 (Bild 1.85). — Das vollstén-
dige Symbol der Kristallklasse ist 4/m 2/m 2/m (tetragonale Holoedrie): Senkrecht zur vierzihli-
gen Drehachse gibt es zwei Paare zweizdhliger Drehachsen, des weiteren eine horizontale und
zwei Paare vertikaler Spiegelebenen sowie ein Inversionszentrum.

1.6.5. Trigonales Kristallsystem

Zum trigonalen Kristallsystem gehoren die Kristallklassen 3, 3 , 3m, 32 und 3m . Zwischen dem trigo-
nalen und dem hexagonalen Kristallsystem besteht eine enge Beziehung (vgl. Abschn. 1.3.3.), so dass
sie beide zur hexagonalen Kristallfamilie zusammengefasst werden. Das trigonale Kristallsystem ist
dadurch gekennzeichnet, dass in den fliinf zugehorigen Kristallklassen sowohl das hexagonal rhomboe-
drische Gitter 4R als auch das hexagonal primitive Gitter #P auftreten (vgl. Bild 1.6), wahrend es im
hexagonalen Kristallsystem allein das hexagonal primitive Gitter 2P gibt. Die Gitterpunkte des hexago-
nal thomboedrischen Gitters 4R haben die Punktsymmetrie 3m entsprechend der trigonalen Holoedrie.
Die Gitterpunkte des hexagonal primitiven Gitters 2P haben die Punktsymmetrie 6/mmm entsprechend
der hexagonalen Holoedrie, so dass in diesen Féllen die trigonalen Kristallklassen auch als Meroedrien
des hexagonalen Kristallsystems anzusprechen sind. Frither zihlte man nach rein morphologischen Ge-
sichtspunkten noch die Kristallklasse 6 unter der Bezeichnung 3/m und die Kristallklasse 6m2 als
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3/mm zum trigonalen Kristallsystem, doch gibt es in diesen Kristallklassen allein das hexagonal primi-
tive Gitter 4P, so dass sie nach obiger Definition zum hexagonalen Kristallsystem gehoren.

Wie im Abschn. 1.3.3. ausgefiihrt, konnen im trigonalen (wie auch im hexagonalen) Kristall-
system sowohl ein hexagonales als auch ein thomboedrisches Achsensystem verwendet werden.
Wir benutzen im Folgenden nur das hexagonale Achsensystem mit der viergliedrigen BRAVAIS-
schen Indizierung und der vertikal gestellten dreizéhligen Drehachse 3 bzw. der Drehinversions-
achse 3 als c-Achse. Es gibt nur eine makroskopische Materialkonstante, das Achsenverhltnis
c/a (im Fall eines rhomboedrischen Achsensystems tritt an dessen Stelle der Achsenwinkel a).

In den Kristallklassen 3 und 32, die durch Enantiomorphie und optische Aktivitidt ausgezeich-
net sind, sind die a-Achsen polar, und es bedarf einer Konvention tiber die positive Richtung der
X-Achse. Diese wird beim Quarz heute allgemein so festgelegt, dass bei einem Rechtsquarz (s.u.
Kristallklasse 32!) der piezoelektrische Modul d;;, = d;;> 0, also positiv wird (s. Abschn. 4.3.3!)

Kristallklasse 3. Trigonal-pyramidale Klasse

. N Aligemeine Form: b {hkil} trigonale Pyramide (Bild 1.43a).
\ y \ Grenzform: b' {hki0} trigonales Prisma.

/
/
{ Al
xb
b

- Spezielle Formen: a (0001) und (0001 ) Pedien.
; E E J U Beispiele sind selten: Natriumperiodat-Trihydrat NalO,-3H,0
= (Bild 1.86), Carlinit TIS, Bleigermanat PbsGe;0,, (Tieftem-

peraturmodikfikation). — Die dreizdhlige Drehachse ist polar, es besteht Enantiomorphie.

Allgemein bezeichnet man im trigonalen wie auch im hexagonalen Kristallsystem Pyramiden
{1017} als solche I. Stellung, Pyramiden {112/ } als solche II. Stellung und Pyramiden {/kil} mit
h # k # 0 als solche III. Stellung. Analoges gilt fiir die entsprechenden Prismen und in den betreffen-
den Kristallklassen fiir Rhomboeder und fiir Dipyramiden (manchenorts auch als Bipyramiden be-
zeichnet). In den pyramidalen Kristallklassen mit polarer dreizdhliger bzw. sechszihliger Drehachse
unterscheidet man auflerdem zwischen oberen (/> 0) und unteren (/ < 0) Pyramiden.

Kristallklasse 3 . Rhomboedrische Klasse
’ © Allgemeine Form: b {hkil} Rhomboeder (Bild 1.49).
\ . Grenzform: b’ {hki0} hexagonales Prisma.
1 Ac Spezielle Form: a {0001} Pinakoid.
W k_x/bf/ Beispiele: Dolomit CaMg[CO;], (Bild 1.87), Dioptas
NI Cug[Si603]:6H,0O (Bild 1.88). — Die Drehinversionsachse 3

ist sechszéhlig und stellt zugleich eine dreizéhlige Drehachse und ein Inversionszentrum dar.

0007
Bild 1.86. Kristall von Natriumperiodat-Trihydrat. Bild 1.87. Kristall von Dolomit.
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Bild 1.88. Kristall von Dioptas.
Rechts: Kopfbild.

Kristallklasse 32. Trigonal-trapezoedrische Klasse

Allgemeine Form: c¢ {hkil} trigonales Trapezoeder (1 linke
Trapezoeder, r rechte Trapezoeder; Bild 1.89) o
Grenzformen: ¢' {hkiO} ditrigonales Prisma; ¢” { hh2hl } tri-
gonale Dipyramide; ¢'” {hOEI } Rhomboeder; ¢ {IOTO }

= hexagonales Prisma. — Spezielle Formen: b {1120} und b’
{1120} trigonale Prismen; a {0001} Pinakoid. — Beispiele: Cinnabarit (Zinnober) HgS, Quarz
Si0, (Tieftemperaturmodifikation, Bild 1.90). — Die Fldchen eines Trapezoeders haben bei einer
einfachen Form (Bild 1.89) keine parallelen Kanten. Erst im Zonenverband mit anderen Flachen
entstehen parallele Kanten, und die Trapezoederflichen erscheinen als trapezformig im iiblichen
Sinne, wie z. B. beim Quarz (Bild 1.90). Man beachte beim letzteren die in dieser Kristallklasse
(es gibt nur Drehachsen) bestehende Enantiomorphie! Dementsprechend lassen sich rechte und
linke Kristalle, also ,,Linksquarz* und ,,Rechtsquarz®, unterscheiden.

Bild 1.89. Trigonale Trapezoeder. Bild 1.90. Kristall von Quarz (Tiefquarz).

Links- und Rechtsform; Ansicht von ,,vorn oben*. Links- und Rechtsform.

Allerdings erfolgt die (an sich willkiirliche) Benennung als Rechts- oder Linksform in der Litera-
tur nicht einheitlich (vgl. weiterfliihrende Literatur). Wir folgen hier der Bezeichnungsweise von
E. SOMMERFELDT (1906), welcher den Bereich der Polkugel zwischen der c-Achse, der a;-Achse
und der negativen as-Achse (willkiirlich) in ein linkes (waagerecht schraffiertes) Feld und ein rech-
tes (schrig schraffiertes) Feld unterteilte. Hiernach bezeichnet man die Formen {Akil} mit 2> k>0
und /> 0 (also z. B. {2131}) als rechte (positive) Trapezoeder und die Formen { ikhl } (also z. B.
{3121}) als linke (positive) Trapezoeder. Die zusitzliche Bezeichnung beider Formen als ,,posi-
tiv** bezieht sich auf / > 0. Kehrt man das Vorzeichen von / um, so erhélt man die korrelaten negati-
ven Formen, wobei sich gleichzeitig auch die Benennung rechts-links vertauscht: So bezeichnen die
Formen { hkil } = {khil} (z.B. {2131} = {1231} ) linke negative Trapezoeder; dic Formen
{ikhl}y={ihkl} (z.B.{3121} = {3211}) rechte negative Trapezoeder. Ein rechtes positives
Trapezoeder ldsst sich mit dem korrelaten rechten negativen Trapezoeder durch eine reale Bewe-
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gung (z. B. durch eine Drehung um 60° um die c-Achse) zur Deckung bringen. Gleiches gilt fiir
linke positive und linke negative Trapezoeder; d. h., die Festlegung von positiv-negativ ist nur eine
Frage der Aufstellung — im Gegensatz zur Definition von rechts-links.

Die Aufstellung der Quarzkristalle (hinsichtlich positiv-negativ) wird in der Literatur aller-
dings nicht in einheitlicher Weise vorgenommen. In der mineralogischen Literatur wird jene Auf-
stellung bevorzugt, in der {1011} das groBe Rhomboeder darstellt (vgl. Bild 1.90). Man kann
einen Rechtsquarz daran erkennen (vgl. HEANEY et al. [2.5]), dass in einer Ansicht von vorn auf
die Prismenfliche (1010) die (rechte) Trapezoederfliche (5161) oben rechts erscheint. Bei
einem Linksquarz hingegen erscheint die (linke) Trapezoederfliche (6T§1) oben links. Aller-
dings ldsst sich eine solche Unterscheidung nur treffen, wenn am betreffenden Kristall eine hin-
reichende Vielfalt von Formen entwickelt ist. Anderenfalls muss man andere Kriterien, wie die
Richtung des optischen Drehvermodgens (Abschn. 4.5.9.), heranziehen, um zwischen Rechts- und
Linksquarz zu unterscheiden: Rechtsquarz ist rechtsdrehend und Linksquarz ist linksdrehend, was
in diesem Zusammenhang rein zufallig ist.

Gewoéhnlich werden in der Kristallklasse 32 (auch als 321 bezeichnet) die drei gleichwertigen,
polaren zweizdhligen Achsen als a-Achsen (eines hexagonalen Achsensystems) aufgestellt. In
einer anderen Aufstellung verwendet man als (hexagonale) a-Achsen die Winkelhalbierenden
zwischen den zweizdhligen Drehachsen und symbolisiert die Kristallklasse dann mit 312; in die-

ser Aufstellung tragen die Rhomboeder (als Grenzformen) das Symbol { #h2hl }.

Kristallklasse 3m. Ditrigonal-pyramidale Klasse

> ‘ Allgemeine Form: ¢ {hkil} ditrigonale Pyramide (Bild 1.91).

’ q% Grenzformen: ¢' {hki0} ditrigonales Prisma; c¢” { hh2hl }
— : . hexagonale Pyramide; ¢’” {1120 } hexagonales Prisma. —
4 Spezielle Formen: b { hOhl } trigonale Pyramide; b’ {1010 }

) und 5" {1010 } trigonale Prismen; a (0001) und (0001 )
Pedien. — Beispiele: Turmalin (Bild 1.92), Proustit Ag;AsSs,
Pyrargyrit Ag;SbS; (Bild 1.93), Gratonit PbyAs,S;s, Lithiumniobat LiNbO; (Tieftemperaturmodi-
fikation). — Trotz der relativ hohen Symmetrie ist die dreizdhlige Drehachse (c-Achse) polar: Der
Turmalin ist ein Demonstrationsbeispiel fiir die an eine unikale polare Achse gebundene Pyro-
elektrizitit (Abschn. 4.3.2.). Als (hexagonale) a-Achsen werden gewohnlich die Normalen auf die
drei gleichwertigen vertikalen Spiegelebenen benutzt. In einer anderen Aufstellung verwendet
man als a-Achsen jedoch die (in den Spiegelebenen verlaufenden) Winkelhalbierenden zwischen
den Normalen und symbolisiert die Kristallklasse dann mit 3 1m.

2174 102 012 124

Bild 1.91. Ditrigonale Pyra- Bild 1.92. Kristall von Turma-  Bild 1.93. Kristall von Pyrar-
mide. lin gyrit.
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Kristallklasse 3m . Ditrigonal-skalenoedrische Klasse

Allgemeine Form: d {hkil} ditrigonales Skalenoeder (Bild
AN QD) ;
vv ' ' ‘ Grenzformen: d' {hki0} dihexagonales Prisma; d" { hh2hl }
‘ (éw hexagonale Dipyramide.

Spezielle Formen: ¢ { hOhl } Rhomboeder; ¢’ { 1010 },
b {1120} hexagonale Prismen; a {0001} Pinakoid. — Beispiele: Calcit (Kalkspat) CaCO; (Bild
1.95), Korund Al,O;, Hamatit Fe,0O5 (Bild 1.96), Lithiumniobat LiNbO; (Hochtemperaturmodifika-
tion). — Das vollstindige Symbol der Kristallklasse ist 32/m (trigonale Holoedrie). In der Inver-

sionsdrehachse 3 (c-Achse) schneiden sich drei (gleichwertige) vertikale Spiegelebenen, zu denen
senkrecht drei (gleichwertige) zweizihlige Drehachsen stehen, die gewohnlich als (hexagonale) a-
Achsen benutzt werden. Aulerdem gibt es ein Inversionszentrum. In einer anderen Aufstellung ver-
wendet man als a-Achsen die (in den Spiegelebenen verlaufenden) Winkelhalbierenden zwischen
den zweizihligen Drehachsen und symbolisiert die Kristallklasse dann mit 31m oder 312/m .

b)
Bild 1.95. Kristalle von Calcit.

Bild 1.94. Ditrigonales Bild 1.96. Kristall von Hima-

Skalenoeder. . tit.
a) Kombination des Skalenoeders { 2131 } mit

dem Rhomboeder {1011 };
b) Kombination des Prismas {1010 } mit dem
Rhomboeder { 0112 }.

1.6.6. Hexagonales Kristallsystem

Zum hexagonalen Kristallsystem gehoren die Klassen 6, 6, 6/m, 622, 6mm, 6m2 und 6/mmm
(zur Definition des hexagonalen Kristallsystems vgl. Abschn. 1.6.5.). Die sechszéhlige Drehachse
bzw. die Drehinversionsachse 6 wird als c-Achse vertikal aufgestellt. Es gibt nur eine (makro-
skopische) Materialkonstante c/a.

Kristallklasse 6. Hexagonal-pyramidale Klasse

Allgemeine Form: b {hkil} hexagonale Pyramide (Bild 1.43 a).
m Grenzform: b' {hki0} hexagonales Prisma.
@ Spezielle Formen: a (0001) und (0001 ) Pedien.
"v x [117’ Beispiele: Lithiumiodat o-LilO;, Nephelin KNas[AlSiOg4]4

(Bild 1.97). — Einziges Symmetrieelement ist eine polare
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sechszdhlige Drehachse; es besteht Enantiomorphie. Die Kristallgestalt im Bild 1.97 zeigt keine
allgemeine Form, so dass eine hohere Symmetrie (Scheinsymmetrie) vorgetduscht wird. Man kann
anhand der asymmetrischen Ausbildung von Atzfiguren auf den Prismenflichen die wirkliche
Symmetrie erkennen. Die Bezeichnung von Pyramiden und Prismen als solche 1., II. und III. Stel-
lung erfolgt im hexagonalen Kristallsystem in der gleichen Weise wie im trigonalen Kristallsys-
tem (vgl. die Ausfiihrungen zur Kristallklasse 3).

Kristallklasse 6. Trigonal-dipyramidale Klasse

Allgemeine Form: ¢ {hkil} trigonale Dipyramide (Bild 1.50).
m Spezielle Formen: b {hkiO} trigonales Prisma; a {0001} Pina-
& koid. — Beispiele sind sehr selten: Bleigermanat PbsGe;Oy;

W xC (Hochtemperaturmodifikation). — Die Drehinversionsachse 6

stellt zugleich eine dreizdhlige Drehachse und eine horizon-
tale Spiegelebene dar; ein Inversionszentrum gibt es nicht!

@
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Bild 1.97. Kristall von Nephelin ~ Bild 1.98. Hexagonale Dipyra-  Bild 1.99. Kristall von Apatit.
mit Atzfiguren. mide.

Kristallklasse 6/m. Hexagonal-dipyramidale Klasse

Allgemeine Form: ¢ {hkil} hexagonale Dipyramide (Bild
1.98).

Vayah
[ ]
hd -1 Spezielle Formen: b {hki0} hexagonales Prisma; a {0001}
b Beispiel: Apatit Cas[(F,C1,O0H)|(PO,);] (Bild 1.99). — Die
sechszéhlige Drehachse und die horizontale Spiegelebene bedingen ein Inversionszentrum.

Kristallklasse 622. Hexagonal-trapezoedrische Klasse
5 A Allgemeine Form: d {hkil} hexagonales Trapezoeder (1 linkes
o \ A Trapezoeder, r rechtes Trapezoeder; Bild 1.100).
@7 Grenzformen: d' {hki0} dihexagonales Prisma; d" { hOhl },

d" { hh2hl } hexagonale Dipyramiden.

Spezielle Formen: ¢ {1010}, b {1120 } hexagonale Prismen;
a {0001} Pinakoid. — Beispiel: Hochquarz (SiO,, Hochtemperaturmodifikation). — Senkrecht zur
sechszdhligen Drehachse (c-Achse) stehen sechs zweizdhlige Drehachsen, von denen je drei und
drei gleichwertig sind und wahlweise als a-Achsen benutzt werden. Es besteht Enantiomorphie.
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Bezeichnet man nach E. SOMMERFELDT die Formen {Akil} mit &> k> 0 und [ > 0 (schrig schraf-
fiertes Feld, z. B. { 2131 }) als rechte Trapezoeder, dann stellen die Formen {ik /[ } (waagerecht

schraffiertes Feld, z. B. {3121}) die korrelaten linken Trapezoeder dar (vgl. die betreffenden
Ausfiihrungen zur Kristallklasse 32).

7321

237%7
Bild 1.100. Hexagonales Trapezoeder.
b)

Links- und Rechtsform; Ansicht von ,,vorn oben®.

1074

Bild 1.101. Dihexagonale Pyramide. Bild 1.102. Kristall von Wurtzit.

Kristallklasse 6mm. Dihexagonal-pyramidale Klasse

Aligemeine Form: d {hkil} dihexagonale Pyramide (Bild
1.101).

Grenzform: d' {hki0} dihexagonales Prisma.

Spezielle Formen: ¢ { hOhl }, b { hh2hl } hexagonale Pyramiden;
¢ {1010}, b’ {1120 } hexagonale Prismen; a (0001) und (0001 )
Pedien. — Beispiele: Wurtzit ZnS (Bild 1.102), Greenockit CdS, Zinkit ZnO. — In der polaren sechszéhli-
gen Drehachse schneiden sich sechs vertikale Spiegelebenen, von denen je drei und drei gleichwertig sind.
Die Normalen auf einer dieser Scharen von Spiegelebenen werden wahlweise als a-Achsen benutzt.

Kristallklasse 6m?2 . Ditrigonal-dipyramidale Klasse

Allgemeine Form: e {hkil} ditrigonale Dipyramide (Bild
1.103).

Grenzform: e' { hh2hl } hexagonale Dipyramide.

Spezielle Formen: d {hki0} ditrigonales Prisma; d’ {1120 }
hexagonales Prisma; ¢ { hOhl } trigonale Dipyramide;
b {1010} und b’ { 1010 } trigonale Prismen; a {0001} Pinakoid. — Beispiel: Benitoit BaTi [Si;Os]
(Bild 1.104). — In der Drehinversionsachse 6 (c-Achse) schneiden sich drei vertikale Spiegelebenen,
deren Normalen gewdhnlich als a-Achsen benutzt werden. Aullerdem gibt es eine horizontale Spie-
gelebene und drei zweizdhlige Drehachsen als Winkelhalbierende zwischen den a-Achsen. Trotz der
hohen Symmetrie gibt es kein Inversionszentrum, und die Morphologie der Kristalle ist trigonal. — In
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einer anderen Aufstellung werden die zweizéhligen Drehachsen als a-Achsen verwendet, und die
Kristallklasse wird dann mit 62m symbolisiert.

Bild 1.105. Dihexagonale Dipyramide. Bild 1.106. Kristall von Beryll.

Kristallklasse 6/mmm. Dihexagonal-dipyramidale Klasse

Allgemeine Form: g {hkil} dihexagonale Dipyramide (Bild
1.105).

Spezielle Formen: f {hki0} dihexagonales Prisma; e { hOhl },
d { hh2hl } hexagonale Dipyramiden; ¢ {1010}, b {1120}
hexagonale Prismen; a {0001} Pinakoid. — Beispiele: Beryll
Al,Be;[SisOqg] (Bild 1.106), Graphit, Magnesium, Zink. — Das vollstdndige Symbol der Kristall-
klasse ist 6/m 2/m 2/m (hexagonale Holoedrie): Senkrecht zur sechszéhligen Drehachse gibt es
zweimal drei zweizédhlige Drehachsen, des weiteren zweimal drei vertikale und eine horizontale
Spiegelebene sowie ein Inversionszentrum.

1.6.7.  Kubisches Kristallsystem

Zum kubischen Kristallsystem gehoren die Kristallklassen 23, m3, 432, 43m und m3m . Sie sind
durch eine Kombination einer zweizdhligen bzw. vierzahligen Drehachse mit einer dreizédhligen Dreh-

achse unter einem Winkel von 54°44'8" = arctan \/E gekennzeichnet, wie er zwischen einer Kante und
einer Raumdiagonalen des Wiirfels eingeschlossen wird (vgl. Bild 1.53). Das kubische Kristallsystem
wird auch noch als ,,regulédres* oder als ,,tesserales* Kristallsystem bezeichnet. Das kubische Achsen-
system besteht aus drei gleichwertigen, zueinander senkrechten Achsen und entspricht einem gewoéhn-
lichen kartesischen Koordinatensystem. Eine morphologische Materialkonstante gibt es nicht; jede
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Flache bzw. Form ist bereits durch ihre Indizes eindeutig festgelegt. In allen Kristallklassen des kubi-
schen Kristallsystems (wie auch bei einer Reihe anderer Kristallklassen) treten sieben Sorten von For-
men auf: die allgemeinen Formen {/k/} und jeweils sechs Sorten von speziellen Formen bzw. Grenz-
formen. Die Flichenlagen dieser sieben einfachen Formen lassen sich auf einem Ausschnitt der
Polkugel darstellen, der 1/48 ihrer Oberfléche betrdgt (Bild 1.107). Die allgemeinen und speziellen
Formen des kubischen Kristallsystems sind im Bild 1.108 und in Tab. 1.7 zusammengestellt.

Allgemeine Form: ¢ {hkl} tetraedrisches Pentagondodekaeder
(Pentagontritetraeder, Tetartoid; 1 linke, r rechte Pentagondo-
"‘L‘ (éekaeder). - . o

=4 renzformen: c' {hkk} (Jh| > |k|) Tristetraeder (Triakistetraeder,
“'é? Trigontritetraeder); ¢” {hhl} (|h| > |l|) Deltoiddodekaeder (Te-
tragontritetraeder, Deltoeder); ¢'” {hk0} Pentagondodekaeder; (Dihexaeder, Pyritoeder); ¢ {110}
Rhombendodekaeder. — Spezielle Formen: b {100} Wiirfel (Hexaeder); @ {111} und {111 } Te-
traeder. — Beispiele: Natriumchlorat CaClO; (Bild 1.109), Ullmannit NiSbS, Wismutgermanat
Bi;,GeO,. — Die vier dreizdhligen Drehachsen sind polar, die drei zweizdhligen Drehachsen sind
nicht polar; es besteht Enantiomorphie.

S\

Bei der Ableitung der Kristallklassen sind wir bisher so verfahren, dass zu den Kristallklassen
mit nur einem Symmetrieelement weitere Symmetrieelemente (unter Beachtung der fiir Gitter
geltenden Beschrankungen) hinzugefiigt wurden (vgl. Tab. 1.5). Man kann die einzelnen Kristall-
klassen aber auch erhalten, indem man umgekehrt von der Holoedrie, also der hochstsymmetri-
schen Kristallklasse des jeweiligen Kristallsystems, ausgeht und sukzessive Symmetrieelemente
weglédsst. Man gelangt so zu den verschiedenen Meroedrien des betreffenden Kristallsystems (vgl.
Tab. 1.6). Die in der Holoedrie zu einer Form {hkl} gehdrende Menge von Kristallflichen zerfillt
beim Weglassen von Symmetrieelementen in Untermengen, deren Fliachen von den verbleibenden
Symmetrieclementen nurmehr innerhalb der jeweiligen Untermenge aufeinander bezogen sind:
Die betreffenden Untermengen stellen (in den Meroedrien) selbstidndige Formen dar, die als kor-
relate Formen bezeichnet werden. Man unterscheidet die korrelaten Formen bei den Paramor-
phien und Hemimorphien als positive und negative, bei den Enantiomorphien als rechte und linke
(wobei die Benennung willkiirlich ist und in der Literatur nicht einheitlich erfolgt.)

Die Kristallklasse 23 ist die Tetratoedrie der kubischen Holoedrie (Kristallklasse m3m ), und

es gibt als allgemeine Formen {4kl} jeweils vier korrelate tetraedrische Pentagondodekaeder. Sei
h>k>1>0, so bezeichnet man nach E. SOMMERFELDT die Formen

{hkl} als linke positive tetraedrische Pentagondodekaeder (Bild 1.108 a)
{khl} als rechte positive tetraedrische Pentagondodekaeder (Bild 1.108 b)
{khl} als linke negative tetraedrische Pentagondodekaeder

{hkl} als rechte negative tetraedrische Pentagondodekaeder.
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Tabelle 1.7. Formen im kubischen Kristallsystem.
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0)
Bild 1.108. Die einfachen Formen des kubischen Kristallsystems.
a) Tetraedrisches Pentagondodekaeder (Tetartoid), Linksform; b) Rechtsform; ¢) Disdodekaeder (Dyakisdodeka-
eder); d) Hexakistetraeder; e) Pentagonikositetraeder (Gyroid), Linksform; f) Rechtsform; g) Hexakisoktaeder;
h) Deltoiddodekaeder; i) Trisoktaeder (Triakisoktaeder); j) Tristetraeder (Triakistetraeder); k) Deltoidikositetraeder;
1) Tetrakishexaeder; m) Pentagondodekaeder; n) Tetraeder; o) Oktaeder; p) Rhombendodekaeder. Ein Wiirfel
(Hexaeder) ist nicht dargestellt.

01 007

Bild 1.109. Kristalle von Natriumchlorat.
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Kristallklasse m3 . Disdodekaedrische Klasse

Allgemeine Form: d {hkl} Disdodekaeder (Dyakisdodekaeder,
Didodekaeder, Diploid).

Grenzformen: d' {hkk} (|h| > |k|) Deltoidikositetraeder (Ikosi-
tetraeder, Tetragontrioktaeder, Trapezoeder); d" {hhl} (|h| > |/|)
Trisoktaeder.

Spezielle Formen: ¢ {hk0} Pentagondodekaeder; ¢’ {110} Rhombendodekaeder; » {111} Okta-
eder; a {100} Wiirfel. — Beispiele: Pyrit FeS, (Bild 1.110), Cobaltin CoAsS, Alaune, z. B.
KAI[SO,],-12H,0. — In der Kristallklasse m3 (friiher als m3 bezeichnet; vollstindiges Symbol

2/m3) treten zu den Drehachsen der Kristallklasse 23 noch drei Spiegelebenen senkrecht zu den

zweizédhligen Drehachsen, wodurch ein Inversionszentrum entsteht und die dreizéhligen Drehach-
sen zu Drehinversionsachsen 3 werden.

0| 21

Bild 1.110. Kristall von Pyrit (Schwefelkies).

Kristallklasse 432. Pentagonikositetraedrische Klasse

Allgemeine Form: d {hkl} Pentagonikositetraeder (Pentagon-
trioktaeder, Gyroid, Plagieder; 1 linke, r rechte Pentagonikosi-
tetraeder).

Grenzformen: d' {hkk} (|h| > |k|) Deltoidikositetraeder; d" {hhl}
(|h] > |I|) Trisoktaeder; d"" {hk0} Tetrakishexaeder (Tetrahexa-
eder). — Spezielle Formen: ¢ {110} Rhombendodekaeder; b
{111} Oktaeder; a {100} Wirfel. — Beispiele sind sehr selten: Kaliumpraseodymnitrat
K3Pry(NOs)y [1.10] (frither wurde Cuprit Cu,O als pentagonikositetraedrisch betrachtet, doch ge-
hért es der Struktur nach zu m3m , so dass es sich um einen Fall von Hypomorphie handelt). —
Die Kristallklasse 432 vereinigt drei vierzéhlige, vier dreizdhlige und sechs zweizdhlige Drehach-
sen. Es besteht Enantiomorphie. Man bezeichnet nach E. SOMMERFELDT die Pentagonikositetra-
eder {hkl} mit h > k> [> 0 (willkiirlich) als linke und die Pentagonikositetraeder {khl} als rechte.

Kristallklasse 43m . Hexakistetraedrische Klasse

Allgemeine Form: d {hkl} Hexakistetraeder (Hexatetraeder,
Hex’tetraeder).

XN % Grenzform: d' {hk0} Tetrakishexaeder.
W Spezielle Formen: ¢ {hkk} (|h| > |k|) Tristetraeder; ¢’ {hhl}
Q \@/ (|h] > |I]) Deltoiddodekaeder; ¢” {110} Rhombendodekaeder;
b {100} Wiirfel; @ {111} und {111} Tetraeder. Beispiele:

Sphalerit (Zinkblende) ZnS (Bild 1.111), Fahlerze: Tennantit Cu;AsS; ,s und Tetraedrit Cu;SbS; ,s,
GaAs, InSb, CuCl, CuBr, Cul; Boracit Mg;[CI|B,0,3] (Hochtemperaturform, Bild 1.112), Eulytin

Biy[SiO4];. — Die Kristallklasse 43m besitzt drei vierzdhlige Drehinversionsachsen 4 , vier

*/ fe)
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polare dreizdhlige Drehachsen und sechs Spiegelebenen senkrecht zu den Flachendiagonalen (des
Wiirfels {100}). Bemerkenswerterweise gibt es in dieser hochsymmetrischen Kristallklasse weder

Spiegelebenen senkrecht zu den a-Achsen ( 4 -Achsen) noch ein Inversionszentrum, und die drei-
zdhligen Drehachsen sind polar.

j S——
3
\ <>
\,
\
~
~
<

Bild 1.111. Kristall von Sphalerit (Zinkblende). Bild 1.112. Kristall von Boracit (Paramorphose
nach der Hochtemperaturform,).

Kristallklasse m3m . Hexakisoktraedrische Klasse

Allgemeine Form: f {hkl} Hexakisoktaeder (Hexaoktaeder,
Hex’oktaeder).

Spezielle Formen: e {hkk} (|h| > |k|) Deltoidikositetraeder; e’
{hhl} (|h] > |l]) Trisoktaeder; d {hk0} Tetrakishexaeder; ¢ {110}
Rhombendodekaeder; » {111} Oktaeder; a {100} Wiirfel. —
Beispiele: Metalle Au, Ag, Cu, Pt, Pb, Fe; Halit (Steinsalz)
NaCl, Galenit (Bleiglanz) PbS (Bild 1.113), Fluorit (FluBspat) CaF, (Bild 1.114), Spinell
MgAl,0,4, Magnetit Fe;O,, Granate R;‘RIZII [Si04]5 (RII und R" als zwei- bzw. dreiwertige Ionen

metallischer Elemente; Bild 1.115). — Die hochstsymmetrische Kristallklasse m3m (friiher als
m3m bezeichnet) hat das vollstindige Symbol 4/m32/m (kubische Holoedric). Sie vereinigt als

Symmetrieelemente die Drehachsen der Kristallklasse 432 mit insgesamt neun Spiegelebenen,
drei senkrecht zu den vierzdhligen und sechs senkrecht zu den zweizdhligen Drehachsen, so dass
auch ein Inversionszentrum entsteht.

Bild 1.113. Kristall von Galenit Bild 1.114. Kristall von Fluorit  Bild 1.115. Kristall von
(Bleiglanz). (Flufspat). Granat.
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1.7. Symmetriebestimmung, Scheinsymmetrie, Fliichensymmetrie

Einen Kristall anhand seiner Flichenentwicklung einer bestimmten Kristallklasse zuzuordnen, ist
selbstverstiandlich nur moéglich, wenn man eine hinreichende Menge von Formen am Kristall vor-
findet. Am giinstigsten ist es, wenn allgemeine Formen entwickelt sind, doch ist es nicht Bedin-
gung: Bild 1.109 gibt ein Beispiel, dass aus der Kombination der speziellen Formen Tetraeder
{111}, Rhombendodekaeder {110} und Pentagondodekaeder {120} eindeutig auf die Kristall-
klasse 23 geschlossen werden kann (vgl. Tab. 1.7). Andererseits kann man z. B. anhand einer
einzelnen tetragonalen Pyramide (vgl. Bild 1.43 a), die in der Klasse 4 als allgemeine Form, aber
auch in der Klasse 4mm als spezielle Form vorkommt, nicht ohne weiteres entscheiden, ob der
betreffende Kristall nun zur Klasse 4 oder 4mm gehort. Eine einzelne Pyramide zeigt fiir sich al-
lein auch in der Klasse 4 als Scheinsymmetrie noch Spiegelebenen, wie sie der Klasse 4mm zu-
kdmen. Diese scheinbare Symmetrie entspricht jedoch nicht der Struktur und wére bei einer rei-
cheren Formenentwicklung auch nicht vorhanden (vgl. Bilder 1.73 und 1.74).

Besondere Schwierigkeiten bereitet mitunter die Entscheidung, ob ein Symmetriezentrum vor-
handen ist oder nicht, ndmlich dann, wenn zu einer Form {kk/} jeweils immer die korrelate Form
{hk1} in gleicher Weise entwickelt ist. In derartigen Fillen, in denen ein Kristall systematisch
die korrelaten Formen in gleicher Weise entwickelt und so eine hohere Symmetrie vortduscht,
spricht man von Hypermorphie. Wenn im Gegensatz dazu die Formenentwicklung eines Kristalls
eine geringere Symmetrie vortduscht, spricht man von Hypomorphie.

Die speziellen Formen sind beziiglich ihrer Symmetrie meistens mehrdeutig. Das beste Beispiel
ist der Wiirfel {100}, der in allen kubischen Kristallklassen als spezielle Form vorkommt und dem
dabei in jedem Fall eine andere Symmetrie zukommt. Infolge ihrer besonderen Lage zu den Symme-
trieelementen besitzen die Flidchen von speziellen Formen — im Gegensatz zu den Flichen von all-
gemeinen Formen und von Grenzformen — eine bestimmte Flachensymmetrie, die z. B. fiir die Wiir-
felflachen in den verschiedenen kubischen Kristallklassen unterschiedlich ist (Bild 1.116).

Kristaliklasse:  m 3 m 13m 432 m3
!
|

r10m) EEE” . E §§§3
{100) y

f m

I %éé

Fldchensymmelrie: 4mm 2mm L 2mm
Bild 1.116. Die Flichensymmetrien des Wiirfels in den kubischen Kristallklassen.

Stark ausgezogen: Spiegelebenen. In der Kristallklasse 43m ist fiir die Flichensymmetrie nur die in der 4 -Achse
enthaltene zweizéhlige Drehachse relevant.

Wenn auf Kristallflichen Atzfiguren entwickelt werden (s. Abschn. 3.2.5.) oder die Flichen
vom Wachstum her irgendwelche UnregelméBigkeiten aufweisen (z. B. Unebenheiten, Streifun-
gen, Vicinalflichen, Ansétze von Subindividuen), dann kommt in diesen UnregelmiBigkeiten die
Flachensymmetrie zum Ausdruck und kann bei der Bestimmung der Kristallsymmetrie beriick-
sichtigt werden.

Untersucht man systematisch, welche Flichensymmetrien bei Kristallflichen vorkommen kon-
nen, so gelangt man zu den zehn zweidimensionalen (kristallographischen) Punktgruppen
(Tab. 1.8). Sie stellen das zweidimensionale Analogon zu den 32 dreidimensionalen kristallogra-
phischen Punktgruppen (Kristallklassen) dar.
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Tabelle 1.8. Die zweidimensionalen Punktgruppen.

Spitzwinklig Rechtwinklig Quadratisch Trigonal Hexagonal

K

S

1 m 4 N 6

F

Wenn die Symmetrie nach morphologischen Merkmalen nicht eindeutig bestimmt werden
kann, gibt es die Moglichkeit, bestimmte kristallphysikalische Effekte zur Entscheidung heranzu-
ziehen. So konnen Pyroelektrizitit, Ferroelektrizitit, Piezoelektrizitdt, optische Aktivitét, be-
stimmte polarisationsoptische Eigenschaften oder die Generation von optischen Harmonischen
nur in gewissen Kristallklassen auftreten (vgl. vorderes Vorsatzpapier). Selbstverstdndlich wird
mit einer vollstdndigen Strukturbestimmung auch die Frage nach der Kristallklasse entschieden,
jedoch bedeutet es gerade eine wesentliche Erleichterung, wenn bei einer Strukturbestimmung
von der Kenntnis der Kristallklasse ausgegangen werden kann.

D

2 2mm Ymm 3m

1.8. Kristallverwachsungen, Zwillinge

Bei der morphologischen Untersuchung von Kristallen und ihrer Symmetrie trifft man héufig auf
Erscheinungen, die daraus resultieren, dass Kristalle zusammengewachsen sind. Von besonderer
Bedeutung sind dabei Verwachsungen, die nach bestimmten GesetzmiBigkeiten entstanden sind.
Da gibt es zundchst die Parallelverwachsungen, bei denen die einzelnen Kristallindividuen in
paralleler Orientierung zusammenhéngen (Bild 1.117). Sdmtliche Kanten und Fliachen verlaufen
parallel zueinander, so dass die Parallelverwachsungen am besten den Verzerrungen (vgl.
Bild 1.10) zur Seite zu stellen sind.

Zum Unterschied davon gibt es Zwillinge, bei denen die zusammenhdngenden Kristallindivi-
duen (es konnen auch mehr als zwei sein) eine unterschiedliche, jedoch genau festliegende Orien-
tierung haben. Die Beziehung der einzelnen Zwillingsindividuen zueinander kann dabei verschie-
denen GesetzmaBigkeiten folgen, die nicht allgemein definiert oder abgegrenzt sind. Wir wollen
im Hinblick auf die zu vor abgehandelten Kristallklassen auf einige Zwillingsgesetze eingehen,
die auf kristallographischen Symmetrieoperationen beruhen.

So konnen die beiden Zwillingspartner durch eine Spiegelebene aufeinander bezogen werden,
die einer bestimmten (rationalen) Flache (4k/) entspricht. Man bezeichnet diese Spiegelebene als
Zwillingsebene und spricht von einem ,,Zwilling nach (kkl)“. Ein Beispiel ist das Spinellgesetz,

das in der Klasse m3m auftritt und bei dem die (111)-Ebene die Zwillingsebene ist (Bilder 1.118
und 1.119).
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2
<

_ A —

Bild 1.117. Parallelver- Bild 1.118. Spinell, Zwilling nach Bild 1.119. Fluorit (Flufspat),
wachsung von Oktaedern (111) (Spineligesetz). Zwilling nach (111) (Spinell-
(Spinell). gesetz).

Nach F. C. PHILLIPS.

Durch die Zwillingsebene bzw. das Zwillingsgesetz wird wohlgemerkt nur die Orientierung
der Zwillingspartner zueinander beschrieben. In Bild 1.118 ist die Zwillingsebene zugleich die
Verwachsungsfldche, und man spricht in solchen Fillen von Beriihrungs- oder Kontaktzwillingen.
Das braucht jedoch nicht zwangslaufig so zu sein, sondern die Zwillingspartner konnen sich wie
im Bild 1.119 gegenseitig durchdringen, wobei die Verwachsungsfliche ganz unregelmaBig ver-
laufen kann: Man spricht dann von Durchwachsungs- oder Penetrationszwillingen. Auch im Fall
von Bild 1.119 wird die Orientierung der beiden Zwillingspartner entsprechend dem Spinellgesetz
durch eine Spiegelung an (111) aufeinander bezogen. Die Zwillingsbildung kann sich auch mehr-
fach wiederholen (Bild 1.120) und bis zu einer Ausbildung mikroskopisch feiner Zwillingslamel-
len fiihren; in solchen Fallen spricht man von polysynthetischer Verzwillingung. Geeignete Viel-
lingsbildungen konnen sich auch zu ring- oder sternartigen Korpern zusammenfiigen. Zwillings-
und Viellingsgebilde tduschen oft eine hohere Symmetrie vor, als in der betreffenden Kristall-
klasse vorliegt. Grundsétzlich sind die das Zwillingsgesetz beschreibenden Symmetrieelemente in
der betreffenden Kristallklasse nicht vorhanden, sondern treten bei der Zwillingsbildung zusitz-
lich in Erscheinung. Charakteristisch fiir Zwillingsbildungen sind einspringende Winkel, doch
miissen sie nicht unbedingt auftreten.

Bild 1.120. Albit, polysyntheti- Bild 1.121. Quarz, Zwilling Bild 1.122. Quarz, Zwilling
sche Verzwillingung nach (010) nach (1 120 ) (Brasilianer Ge- nach [00.1] (Dauphinéer Ge-
(Albitgesetz). setz). setz, Linksform).
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Neben den durch eine Zwillingsebene bestimmten Zwillingsgesetzen gibt es Zwillingsbildungen,
Zwillingsbildung bei denen die Orientierung der Zwillingspartner durch Drehung um eine Achse
(um 180°) aufeinander bezogen wird. Man bezeichnet diese Achse als Zwillingsachse und spricht
von einem ,,Zwilling nach [uvw]“. In den Bildern 1.121 und 1.122 sind zwei duferlich sehr dhnliche
Verzwillingungen von Quarz, einmal nach einer Ebene, zum anderen nach einer Achse gegeniiber-
gestellt; man erkennt den Unterschied an der Verteilung der Trapezoederflachen (vgl. Bild 1.90). Es
gibt sogar Quarzkristalle, die nach beiden Gesetzen gleichzeitig verzwillingt sind, wie allgemein an
Viellingsgebilden verschiedene Zwillingsgesetze gleichzeitig wirksam sein konnen. In den Lehrbii-
chern der Mineralogie werden viele weitere Zwillingsgesetze mit Beispielen behandelt.

1.9. Symmetrie von Kristallstrukturen

Die makroskopische Symmetrie der Kristalle, wie wir sie in den vorangegangenen Abschnitten ken-
nen gelernt haben, wird durch die Symmetrie ihres atomaren Aufbaus, d. h. durch die Symmetrie der
Kristallstruktur, bedingt. Zwischen beiden Symmetrien besteht eine enge Korrespondenz, doch gibt
es einen wesentlichen Unterschied: Die makroskopische Symmetrie, die durch die 32 Kristallklassen
(Punktgruppen) beschrieben wird, bezieht sich auf die Aquivalenz von Richtungen hinsichtlich der
anisotropen physikalischen Eigenschaften eines Kristalls. Das gilt auch fiir die Kristallflichen, die
gleichfalls nur durch ihre Richtungen bzw. ihre Flachennormalen festgelegt sind. Deshalb sind auch
die Symmetrieelemente eines Kristalls immer nur bestimmten Richtungen zugeordnet, und sie kon-
nen durch jeden beliebigen Punkt des Kristalls gelegt werden. ZweckméBigerweise wéhlt man hier-
fiir den Mittelpunkt der idealisierten Kristallgestalt bzw. den Ursprung des Koordinatensystems.
Hingegen bezieht sich die Symmetrie einer Kristallstruktur unmittelbar auf die Anordnung der
Atome, d. h. auf ihre Position in der Struktur. Die Lage der einzelnen Symmetrieelemente in der
Struktur ist dann sehr wohl wesentlich, und im Allgemeinen verlaufen die verschiedenen Symme-
trieelemente auch nicht mehr alle durch einen gemeinsamen Punkt. Da eine (dreidimensional pe-
riodische) Kristallstruktur aus miteinander identischen Elementarzellen zusammengesetzt ist,
interessiert letztlich nur die Lage der Symmetrieelemente in einer Elementarzelle. Diese Symme-
trieelemente miissen sich in allen Elementarzellen wiederholen, so dass wir es stets mit Scharen
paralleler Symmetrieelemente zu tun haben. Bild 1.123 zeigt als einfaches Beispiel eine Kristall-
struktur mit einer zweizdhligen Drehachse (die Kristallstruktur sei hier nur durch einen Punkt x, y,
z und dessen symmetriebedingte Wiederholungen dargestellt). Diese zweizédhlige Drehachse wie-
derholt sich im Abstand der Gittertranslationen, wodurch die im Bild 1.123 schwarz gezeichnete
Schar von parallelen zweizdhligen Drehachsen entsteht. Wie man sieht, entstehen aber gleichzei-
tig durch Kombination der Gittertranslationen mit den schwarz gezeichneten Drehachsen noch
weitere Scharen (hier grau gezeichneter) zweizédhliger Drehachsen, die alle parallel sind. Schwarz

o o

(0]
(0]

Bild 1.123. Raumgruppe P2.
o o Projektion in Richtung der b-Achse.
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und grau dargestellte Drehachsen sind untereinander dquivalent. Schon bei diesem einfachen Bei-
spiel ist also in einer Elementarzelle eine ganze Reihe von Symmetrieelementen vorhanden.

Betrachtet man Bild 1.123 im Einzelnen, so zeigt sich, dass man zur vollstindigen Beschreibung
der Struktur jetzt nicht mehr die Kenntnis einer ganzen Elementarzelle benétigt: Hierzu geniigt in
diesem Fall die Angabe nur einer Hélfte der Elementarzelle, wie sie z. B. durch 0 = x<1/2; 0 =y <
1; 0 = z < | gekennzeichnet ist. Ein solcher Teilbereich einer Elementarzelle, der zur Beschreibung
einer Kristallstruktur minimal erforderlich ist, wird als asymmetrische Einheit bezeichnet.

1.9.1. Schraubenachsen und Gleitspiegelebenen

Neben den uns schon bekannten Symmetrieelementen — den Drehachsen 2, 3, 4, 6 und den Dreh-
inversionsachsen 1 (Inversionszentrum), 2 =m (Spiegelebene), 3,4, 6 — gibt es bei den Kris-

tallstrukturen noch weitere, neuartige Symmetrieelemente, die aus einer Kopplung der bereits
bekannten Symmetrieoperationen mit einer Translation hervorgehen. Die Kopplung einer Dre-
hung mit einer Translation ergibt eine Schraubung, die Kopplung einer Spiegelung mit einer
Translation ergibt eine Gleitspiegelung. Die zugehdrigen Symmetrieelemente werden als Schrau-
benachse bzw. als Gleitspiegelebene bezeichnet.

Eine Schraubung besteht aus einer Drehung und einer gleichzeitigen Verschiebung um eine
bestimmte Distanz in Richtung der Achse der Drehung, d. h. der Schraubenachse. Da im Abstand
einer Gitterkonstante in Richtung der Schraubenachse bereits wieder ein identischer Punkt folgen
muss, kann diese Verschiebung nur einen mit der Zahligkeit der Drehung korrespondierenden
Bruchteil der betreffenden Gitterkonstante betragen. Sei ¢ die Gitterkonstante in Richtung der
Schraubenachse und » die Zéhligkeit der Drehung (n = 2, 3, 4 oder 6), so sind nur Verschiebun-
gen um Betrige pc/n mitp =1, 2, ..., (n — 1) mdglich. Die Schraubenachsen werden dann mit dem
Symbol n, gekennzeichnet. Die gewodhnlichen Drehachsen werden in diesem Zusammenhang
auch mit n, gekennzeichnet (Bild 1.124).

Dementsprechend symbolisiert 2, eine gewohnliche zweizéhlige Drehachse, die im Bild 1.124
lediglich mit einer Translation um die volle Gitterkonstante ¢ kombiniert erscheint: Ein Punkt
wiederholt sich sowohl bei einer Drehung um 180° als auch bei einer Parallelverschiebung um c.
Bei einer Schraubenachse 2, ist eine Drehung um 180° hingegen gleichzeitig mit einer Parallel-
verschiebung um ¢/2 gekoppelt. Eine Wiederholung dieser Operation fiihrt dann wieder auf einen
(um die Gitterkonstante ¢ zum Ausgangspunkt verschobenen) identischen Punkt.

Mit 3, wird eine gewohnliche dreizéhlige Drehachse symbolisiert. Bei einer Schraubenachse 3,
wird eine Drehung um 120° mit einer Parallelverschiebung um ¢/3 gekoppelt. Eine Wiederholung
dieser Operation fiihrt auf einen weiteren Punkt, der gegeniiber dem Ausgangspunkt um 240°
gedreht und um 2¢/3 verschoben ist, und eine abermalige Wiederholung fiihrt (im dritten Schritt)
wieder zu einem identischen Punkt (verschoben um c). Nun gibt es aber auch noch die Moglich-
keit, mit einer Drehung um 120° in der umgekehrten Richtung (d. h. mit einer Drehung um 240°
in der positiven Richtung) und einer Verschiebung um ¢/3 zu beginnen. Das fiihrt auf eine ent-
sprechende linksldufige Schraubung, die zu der ersten enantiomorph ist. Man bezeichnet diese
Schraubenachse mit 3,, was eine etwas umstindlichere Ableitung impliziert: Eine (positive) Dre-
hung von 120° wird mit einer Verschiebung 2¢/3 gekoppelt. Der niachste Punkt folgt dann nach
abermaliger Drehung im Abstand 4c¢/3 und schlieflich nach nochmaliger Drehung wieder ein
identischer Punkt, jedoch im Abstand 2¢. Da der Identitdtsabstand hingegen ¢ betragen soll, fol-
gen aus dieser Translation die dazwischenliegenden Punkte im Abstand ¢/3 und 5¢/3, so dass sich
insgesamt die zuerst beschriebene linksldufige Schraubung mit der Translationskomponente ¢/3
ergibt.
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Bild 1.124. Die Symmetrieachsen der Kristallstrukturen.

In analoger Weise erkldren sich die vierzéhligen Achsen 4, 4,, 4, und 4; sowie die sechszéhli-
gen Achsen 6, 6, 6,, 635, 6, und 6s. Die Schraubenachsen 4, und 4;, 6; und 65 sowie 6, und 6,
haben jeweils entgegengesetzten Windungssinn und sind zueinander enantiomorph. Nach der
iiblichen Konvention iiber die Héndigkeit, den Windungssinn und die Benennung von Rechts-
und Linksschrauben windet sich eine Rechtsschraube im Uhrzeigersinn vom Betrachter weg und
entgegen dem Uhrzeigersinn auf den Betrachter zu und umgekehrt. Demnach sind 34, 4, 6, und 6,
rechte Schraubenachsen, hingegen 3,, 4;, 6, und 65 linke Schraubenachsen. Die iibrigen Schrau-
benachsen sind nicht enantiomorph.

Wie aus Bild 1.124 hervorgeht, enthalten die Schraubenachsen 4; und 4; jeweils auch eine
zweizdhlige Schraubenachse 2,. Die Schraubenachse 4, enthidlt eine gewdhnliche zweizéhlige
Drehachse 2. Die Schraubenachsen 6, und 65 enthalten gleichzeitig eine zweizdhlige Schrauben-
achse 2; sowie eine dreizdhlige Schraubenachse 3; bzw. 3,. Die Schraubenachsen 6, und 6, ent-
halten gleichzeitig sowohl eine zweizéhlige Drehachse 2, als auch eine dreizéhlige Schrauben-
achse 3, bzw. 3,. Die Schraubenachse 6; enthilt gleichzeitig eine zweizdhlige Schraubenachse 2,
und eine dreizéhlige Drehachse 3.

Eine Gleitspiegelung entsteht durch die Kopplung einer Spiegelung mit einer Verschiebung um
den halben Identititsabstand (also z. B. um c¢/2) parallel zur betreffenden Gleitspiegelebene (Bild
1.125). Auf den ersten Blick kdnnte es scheinen, als ob eine Gleitspiegelebene und eine zweizéh-
lige Schraubenachse 2; gleichwertig wéren. Aber das ist keineswegs der Fall! Punktmengen, die
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durch eine Schraubung ineinander {iberfiithrt werden, sind kongruent (wie bei einer gewoéhnlichen
Drehung). Hingegen sind Punktmengen, die durch eine Gleitspiegelung aufeinander bezogen
werden, im Allgemeinen nur spiegelgleich oder enantiomorph (wie bei einer gewohnlichen Spie-
gelung). Das wird anschaulicher, wenn man als Strukturmotiv anstelle von Punkten unsymmetri-
sche Dreiecke verwendet, denen noch eine Orientierung in der dritten Dimension zugeordnet wird
(Bild 1.126).

Erfolgt bei einer Gleitspiegelung die Verschiebung um ¢/2 (also in Richtung der c-Achse wie
im Bild 1.125, wobei wir gleichzeitig zur vektoriellen Schreibweise ilibergehen), so erhilt die
Gleitspiegelebene das Symbol c. Entsprechend gibt es Gleitspiegelebenen a und b. Eine Gleit-
spiegelebene a kann nur parallel einer Fliche (010), (001), (011) oder (011) liegen, eine Gleit-
spiegelebene b nur parallel (100), (001), (101) oder (101), eine Gleitspiegelebene ¢ nur parallel
(100), (010), (110) oder (TIO ). Bei rhomboedrischen Achsen bedeutet ¢ auch eine Gleitspiegel-
ebene mit der Gleitkomponente (@, +a; +a;)/2 . Das Symbol n bedeutet eine Gleitkomponente in

diagonaler Richtung, also (a + b)/2, wenn die Gleitspiegelebene || (001) liegt, (b + ¢)/2 fiir eine
Gleitspiegelebene || (100) und (¢ + a)/2 fiir eine Gleitspiegelebene || (010). Im tetragonalen und im
kubischen System tritt # auch mit der Gleitkomponente (a + b + ¢)/2 auf. Mit d werden Gleitspie-
gelebenen gekennzeichnet, die die Gleitkomponenten (a + b)/4, (b + ¢)/4 oder (¢ + a)/4 besitzen.
AuBerdem kommen im tetragonalen und im kubischen Kristallsystem Gleitspiegelebenen d mit
der Gleitkomponente (a + b + ¢)/4 vor.

/ /
O
o ¢ w | 7|
a o b)
Bild 1.125. Gleitspiegelebene (010) mit Bild 1.126. 2,-Schraubenachse (a) und Gleitspiegel-
Gleitkomponente c/2. ebene (b).

Bei den Dreiecken werden Vorderseite (weil) und Riickseite
(schwarz) unterschieden.

1.9.2. Analytische Darstellung von strukturellen Symmetrieoperationen

Eine Symmetrieoperation 1ésst sich allgemein als eine Drehung bzw. Drehinversion um den Ur-
sprung des Koordinatensystems mit einer anschlieBenden Translation beschreiben. Durch die
Symmetrieoperation werde ein Punkt X mit den Koordinaten x, y, z in einen Punkt X" mit den Ko-
ordinaten x', ', z' Uiberfithrt. Wie im Abschn. 1.5.2. dargelegt, wird eine Symmetrieoperation, die
den Koordinatenursprung invariant lisst, durch ein homogenes lineares Gleichungssystem darge-
stellt. Durch eine anschlieBende Translation wird auch der Punkt des Koordinatenursprungs ver-
schoben, und man erhilt ein inhomogenes lineares Gleichungssystem:
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X,:SI 1X+S12)/+S13Z+f1
V'Esyxtsoytssztt,
Z'=§31 X3,y tS332H.

Die Koeffizienten s;, die in bekannter Weise in Form einer quadratischen Matrix geschrieben
werden konnen, stellen die betreffende Drehung (bzw. Drehinversion) dar, und die absoluten
Glieder ¢, t,, #; sind die Komponenten der Translation. Durch letztere werden einmal die Schraub-
und Gleitkomponenten von Schraubenachsen bzw. Gleitspiegelebenen dargestellt, zum anderen
treten sie auch auf, wenn ein Symmetrieelement nicht durch den Koordinatenursprung verléuft.
Beispielsweise lautet das Gleichungssystem fiir die erzeugende Symmetricoperation einer
Schraubenachse 4, die als c-Achse durch den Ursprung verlauft:

x'=—y;, y'=x; z'=z+1/4

Fiir die im Bild 1.123 als »-Achse durch den Ursprung verlaufende zweizéhlige Drehachse lau-
tet das (in diesem Fall homogene) Gleichungssystem:

r—

x'=—x; y'=y; z'=-=z
Hingegen lautet fiir die parallel durch den Mittelpunkt der Elementarzelle verlaufende zweizih-
lige Drehachse das (in diesem Fall inhomogene) Gleichungssystem:

x'=—x+1; y'=y;, z'=z+1.

Man kann diese inhomogenen Gleichungssysteme auch durch eine quadratische Matrix mit vier
Zeilen und Spalten darstellen: In die vierte Spalte werden die Translationskomponenten geschrie-
ben, und in die vierte Zeile werden Nullen und an letzter Stelle eine Eins gesetzt, also:

$11 S1a S13idy ? (i) g g
Sy Sy Syily - 5

sy s sy ty] - SoemlbmanzBo{o o 14
0O 0 0 i1 0 0 01

als vierreihige Matrix fiir die erzeugende Symmetrieoperation der oben angefiihrten Schrauben-
achse 4,. Diese Matrixschreibweise hat den Vorteil, dass sich das (im Abschn. 1.5.2. ausgefiihrte)
Kalkiil der Matrixmultiplikation anwenden ldsst, um die Verkniipfung von zwei oder mehr Sym-
metricoperationen oder deren Transformation in andere Positionen darzustellen (vgl. WONDRAT-
SCHEK und NEUBUSER [1.11]).

1.9.3. Raumgruppen

Die Symmetrie der Kristallstrukturen wird durch Kombinationen der besprochenen strukturellen
Symmetrieelemente (Drehachsen, Drehinversionsachsen inkl. Inversionszentrum und Spiegelebenen,
Schraubenachsen, Gleitspiegelebenen) mit den 14 Translationsgittern (BRAVAIS-Gittern) beschrie-
ben. Nachdem SOHNCKE schon 1879 die sog. Bewegungsgruppen abgeleitet hatte, die nur Drehun-
gen und Schraubungen enthalten (es gibt deren 65), fiihrte die systematische Untersuchung unter
Beriicksichtigung auch der Spiegelungen und Drehspiegelungen durch SCHOENFLIES (1891) sowie
FEDOROV (1891) auf insgesamt 230 verschiedene mdgliche Kombinationen solcher Symmetrieele-
mente mit Translationsgittern, die als Raumgruppen bezeichnet werden. Dementsprechend lassen
sich die Kristallstrukturen nach ihrer Symmetrie in 230 Klassen, eben die 230 Raumgruppen, eintei-
len (Tab. 1.9). Eine Raumgruppe besteht aus einer unbegrenzten Menge von Symmetrieoperationen,
da sich sowohl die Gittertranslationen als auch die Symmetrieelemente unbegrenzt oft wiederholen.
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Tabelle 1.9. Die Raumgruppen.
Nach International Tables for Crystallography.

Nr. Inter- Vollstindiges Symbol Nr. Inter- Vollstindiges Symbol
nationales Symbol nach nach nationales Symbol nach nach
Symbol HERMANN/ SCHOEN- Symbol HERMANN/ SCHOEN-
(gekiirzt) MAUGUIN FLIES (gekiirzt) MAUGUIN FLIES

1 | Pl Pl C 41 | dba2 Aba2 cv

2 | Pl PT C. s, 42 | Faum2 Fmm2 cy,

3 | P2 P121 c 43 | Fdd2 Fdd2 cy

4 | P2 P121 c? 44 | Imm2 Imm2 c?

5 |2 c121 c 45 | Iba2 Iba2 cl

6 | Pm Plml c.,Cl, 46 | Ima2 Ima2 (4

7 | Pe Plcl cc 47 | Pmmm P2/m2/m2/m D,,, V',

8 | Cm Clml ci,c, 48 | Pnnn P2/n2/n2/n D, V;

9 | Ce Clel ci,cy, 49 | Pcem P2/c2/c2/m D}, V;
10 | P2im P12/m1 c, 50 | Pban P2/b2/a2In D3, V5
11 P2,/m P12,/m1 cl, 51 Pmma P2,/m2/m2/a D3, 7,
12 | C2/m Cl12/ml c, 52 | Pnna P2/n2y/n2/a DS,. V5,
13 | P2c P12/cl cl, 53 | Pmna P2/m2/n2)/a D}, V,
14 P2,/c P12,/cl c3, 54 Pcca P2,/c2/c2la DS, v
15 | C2e C12/cl cs, 55 | Pbam P2,/b2y/a2im D3, 7,
16 | P22 P22 DV 56 | Pccn P2y/c2,/c2/n Dy, vy
17 | P22, P222, Dz; NG 57 | Pbem P2/b2,/c2,/m Dy, v
18 P2,2,2 P2,2,2 DV’ 58 Pnnm P2,/n2\/n2/m Dy, Ve
19 P2,2:2, P2,2,2, DLVt 59 Pmmn P2,/m2,/m2/n Dy, vy
20 222, 222, D3, V° 60 Pbcn P2,/b2/c2/n DY, v
1 | e Foryy) D,y 61 | Pbca P2,/b2,/c2)/a Dy, vy
2 | P 22 DLV 62 | Pnma P2,/n2,/m2,/a DY, v
23 n» 022 D, v* 63 Cmem C2/m2/c2\/m DY, v
24| 222, 222, D,V 64 | Cmca C2/m2/e2y/a Dy, V'
25 | Pmm2 Pm2 c. 65 | Cmmm C2/m2/m2/m Dy, VY
26 Pmc2, Pme2, c, 66 Ceem C2/c2/c2/m Dy, vy
27 | Pec2 Pec2 e, 67 | Cmma C2/m2Im2/a D3, V3
28 | Pma2 Pma2 c 68 | Ccca C2/c2/c2la DY, V7
29 Pca2, Pca2, cs, 69 Fmmm F2/m2/m2/m Dy, vy
30 | Pre2 P2 c, 70 | Fddd F2/d2/d2/d D%, v
31 Pmn2, Pmn2, cl, 71 Tmmm 12/m2/m2/m D3, V3
32 Pba2 Pha2 ct, 72 Ibam 12/b2/a2/m Dy, v
33| Pra2, Pra2, e, 73 | Ibca 12,/b2,/c2)/a D3, VY
34 | Pnn2 Pnn2 cy 74 | Imma 2y/m2,/m2,/a DS,V
35 | Cmm2 Cmm2 cy, 75 | P4 P4 c\
36 | Cme2, Cme2, cy, 76 | P4, P4, c
37 Cec2 Cec2 cy 77 P4, P4, c
38 Amm?2 Amm?2 ch 78 P4, P4, C‘;
39 | Abm2 Abm2 cy 79 | I c
40 Ama2 Ama2 Clz"y 30 4, 4, Ci
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Tabelle 1.9. (Fortsetzung)

Nr. Inter- Vollstandiges Symbol Nr. Inter- Vollstindiges Symbol
nationales Symbol nach nach nationales Symbol nach nach
Symbol HERMANN/ SCHOEN- Symbol HERMANN/ SCHOEN-
(gekiirzt) MAUGUIN FLIES (gekiirzt) MAUGUIN FLIES

81 | p3 Pi S 121 | /42m 13 2m Dy, Vi

82 |1 4 S5 122 | 1424 1424 Dy Vi

83 | P4/m P4/m Cly 123 | P4/mmm P4/m2/m2/m D,

84 | Pdym Pdy/m Cl 124 | P4/mce PA/m2/c2lc D3,

85 | P4/n P4/n C 125 | P4/nbm PA/n2/b2/m Dy,

86 | Payn Péy/n (o 126 | P4/nnc P4/n2/n2/c D},

87 | I4/m 14/m Ci 127 | P4/mbm PA/m2,/b2/m D3,

88 | I/a I4\/a cs, 128 | P4/mnc PA/m2,/n2/c DS,

89 P422 P422 Dl4 129 P4/nmm P4/n2,/m2/m DZ "

90 | P42,2 P42,2 D} 130 | P4/nce PA/n2,/c2lc DS,

91 P4,22 P4,22 D;, 131 P4y/mmc P4y/m2/m2/c D',

92 | P42.2 P4,2,2 D} 132 | Pdy/mem Phom2/c2Im D},

93 | P4,22 P4,22 D}, 133 | P4y/nbe PAy/n2/b2/c DY,

94 | P4y2.2 P4,2,2 DS 134 | Pdy/nnm Pay/n2/n2im DY,

95 | P4322 P4;22 D] 135 | Pdy/mbc PAym2,/b2lc DY,

96 | P4s2,2 P432,2 D} 136 | P4y/mnm Phy/m2,/n2/m DY,

97 | 1422 1422 D’, 137 | P4y/nme PAyin2y/m2lc DY,

98 | 14,22 14,22 DY 138 | P4y/nem PAyn2,/c2Im D,

99 | Pdmm Pdmm cl, 139 | HM/mmm TAIm2/m2/m DY,
100 | Pdbm Pabm c, 140 | [4/mem 14/m2/c2/m DY,
101 | Phem Pdyem c, 141 | I4/amd I4\/a2/m2/d Dy,
102 | Pdym Pdynm ci, 142 | I4//acd 14,/a2/c2/d DY,
103 | Pdce Plcc C, 143 | P3 P3 C,

104 | P4nc Pénc cs, 144 | P3, P3, C?
105 | Pdyme Phyme Cl, 145 | P3, P3, c
106 | Pdybe Plybe cs, 146 | R3 R3 c
107 | Hmm T4mm (o 147 | p3 P3 Cl,. Sy
108 l4cm T4cm cly 148 R3 R3 Ci, Sk
109 | Hymd Hymd Ci 149 | P312 P312 D}
10 | Med I4icd ch 150 | P321 P321 D}
11| p4om P42m Dy Vi 151 | P3,12 P3,12 D}
112 | p42c P42¢c D3, Vi 152 | P3,21 P3;21 D;
113 | p42ym P42m D, Vi 153 | P3,12 P3,12 D}
114 | p42,c P42 D3, Vi 154 | P3,21 P3,21 DS
15 | pam2 P4m2 D3 Vi 155 | R32 R32 D}
116 | P42 Pic2 D3, vy 156 | P3ml P3ml c,
117 | pam Pam2 Dl Vi 157 | P31m P3lm c,
118 | PAm2 Pin2 Dy, Vi 158 | P3cl P3cl a,
19 | [Zm2 14m2 D, Vi 159 | P3le P3lc cl,
120 |73¢2 132 DL Vi | 160 | R3m R3m cs,

103
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Tabelle 1.9. (Fortsetzung)

Nr. Inter- Vollstindiges Symbol Nr. Inter- Vollstindiges Symbol

nationales Symbol nach nach nationales Symbol nach nach

Symbol HERMANN/ SCHOEN- Symbol HERMANN/ SCHOEN-

(gekiirzt) MAUGUIN FLIES (gekiirzt) MAUGUIN FLIES
161 | R3c R3c cs, 195 | P23 P23 T
162 | P31m P312/m D, 196 | F23 F23 T
163 | P31c P3 12 D3, 197 ) 123 23 r
164 | P3ml P32/ml D, 198 ) P23 P23 r
165 | P3el P32l D3, e o r

N ° ; 200 | Pm3 P2/m3 T,
166 | R3m B3 2im DZ” 201 | pn3 P2n3 T
167 | R3/c R32c D5, 202 | Fm3 o3 T:
168 | P6 P6 cl 203 | pas 23 s
1691 P6; P61 c 204 | m3 im3 T,
170 | P6s Pos S 205 | Pa3 P2y/a3 Ty
e PGz € 206 | 1a3 /a3 T
172 | P6s P64 C 207 | P432 P432 o'
173 | P6s P63 Cq 208 | P4,32 P432 o
174 | P6 P6 c, 209 | F432 F432 0
175 | Po/m P6/m c, 210 | F4,32 F4,32 o
176 | Péym Péym e 211 1432 1432 0:
: 212 | P4;32 P432 0

177 | P622 P622 Dy 213 | P432 P432 ol
178 | P6,22 P6,22 Dy 214 | 432 4,32 o
179 | P6522 P6522 D} 215 | P23m Pa3m T!
180 | P6,22 P6,22 D} 216 | F43m F43m T;
181 | P6,22 P6,22 Dy 217 | 143m 14 3m T;
182 | P6;22 P6;22 D; 218 | pazn P43n T;
183 P6mm Pémm Ci, 219 F43c F43c T;
184 | Péec Péee c, 220 | 143d 143d T
185 | P6sem P6yem c, 21 | Pm3m PAim3 2im 0,
186 | P6sme P6sme Ce, 22 | Pu3n PA/n3 2n 0,
187 | Pem2 P6m2 D}, 223 | Pm3n Pdy/m3 2/n 0,
188 P6c2 P6c2 D3, 224 Pn3m P4,/n3 2/m 0,
189 P62m P62m Dl}h 225 Fm3m FA/m3 2/m 0,
190 | P62c P62c D3, 226 | Fm3e FAlm3 2/c 0,
191 P6/mmm P6/m2/m2/m Dy, 227 | Fd3m F4,/d3 2/m o,
192 | P6/mee P6/m2/c2lc D}, 228 | Fd3ec F4,/d3 2/c 0,
193 P63/mem P63/m2/c2/m D3, 229 Im3m 14/m 3 2/m 0,
194 | P6y/mme P6y/m2/m2/c Di, 230 | 1a3d 4/a32/d oy
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Als sog. Internationales Symbol fir die Raumgruppen werden dem Symbol der Gittermode
(Grof3buchstaben P fiir primitiv, F fiir flichenzentriert, / fiir innenzentriert etc.; vgl. Bild 1.6) die
Symbole der erzeugenden bzw. kennzeichnenden Symmetrieelemente in der Reihenfolge der
,.Blickrichtungen “ hinzugefiigt. In vielen Fallen gibt es ein sog. vollstindiges sowie ein gekiirztes
Symbol; aus beiden lassen sich u. a. sowohl das betreffende Kristallsystem als auch die Kristall-
klasse ablesen (worauf noch zuriickzukommen sein wird). Daneben gibt es noch eine dltere Sym-
bolik nach Schoentflies, bei der die Raumgruppen einer Kristallklasse jeweils nur durchnumme-
riert werden.

Die einzelnen Raumgruppen sind in den International Tables for Crystallography, einem um-
fangreichen Tabellenwerk, zusammengestellt, welches sowohl bildliche als auch algebraische
Darstellungen der Raumgruppen sowie vielfdltige weitere Informationen zur Symmetrie der Kris-
tallstrukturen bzw. Kristalle enthlt.

Da sich die Betrachtung der makroskopischen Symmetrie von Kristallen nur auf Richtungen
bzw. Vektoren bezieht, fiir welche Translationen keine Rolle spielen, erhélt man die Kristall-
klasse, der eine Raumgruppe zugehort, folgendermallen: Von den Symmetrieoperationen der
Raumgruppe bleiben die Translationskomponenten ¢, f,, t; unberiicksichtigt, und es werden nur
die durch die dreireihigen Matrizen (s;) dargestellten homogenen Bestandteile betrachtet. Die
Menge dieser Matrizen (s;) bzw. der durch sie dargestellten Symmetrieoperationen ist jeweils
endlich und bildet die Punktgruppe (Kristallklasse) einer Raumgruppe.

Gedanklich kann man die Zuordnung einer Raumgruppe zur betreffenden Punktgruppe in der
Weise vollziehen, dass man die Elementarzelle zu einem Punkt zusammenschrumpfen ldsst, so
dass alle Symmetrieelemente durch diesen einen Punkt als Ursprung des Koordinatensystems
verlaufen und sédmtliche Translationskomponenten verschwinden. Schraubenachsen und Gleit-
spiegelebenen wandeln sich dabei in gewohnliche Drehachsen bzw. Spiegelebenen um. Raum-
gruppen, die weder Schraubenachse noch Gleitspiegelebenen enthalten, sondern nur die gleichen
Symmetrieelemente wie ihre Punktgruppen, werden als symmorph bezeichnet.

Formell erhdlt man das Symbol der Punktgruppe (Kristallklasse) aus dem Raumgruppensym-
bol, indem man einfach den GroBbuchstaben fiir die Gittermode fortldsst und nur die nachfolgen-
den Symbole der Symmetrieelemente hinschreibt, wobei man gegebenenfalls bei den Symbolen
von Schraubenachsen deren Indizes fortzulassen und anstelle der verschiedenen Symbole von
Gleitspiegelebenen das Symbol m einer gewohnlichen Spiegelebene zu setzen hat. In Tab. 1.9
sind die Raumgruppen nach Kristallklassen unterteilt; das Symbol der jeweils ersten Raumgruppe
ist ohne den Grofbuchstaben P zugleich das Symbol der Kristallklasse. Wie man sieht, sind die
Mengen der den einzelnen Kristallklassen zugeordneten Raumgruppen verschieden grof3.

Als Beispiel wollen wir uns etwas naher mit den zur Punktgruppe (Kristallklasse) m gehoren-
den vier Raumgruppen Pm, Pc, Cm und Cc beschiftigen. Die monokline Punktgruppe m enthélt
eine Spiegelebene, die bei der {iblichen Aufstellung parallel (010) liegt. Im monoklinen Kristall-
system gibt es die Gittermoden P (primitiv) und C (basisflichenzentriert), deren Kombination mit
m die Raumgruppen Pm und Cm ergibt. In einer Raumgruppe kann anstelle einer Spiegelebene m
aber auch eine Gleitspiegelebene a oder c treten. Beide Félle unterscheiden sich lediglich in der
Aufstellung, so dass man jeweils nur einen von ihnen zu beriicksichtigen braucht, wofiir man iib-
licherweise die Gleitspiegelebene ¢ wihlt: Hiermit erhdlt man die Punktgruppen Pc und Ce. Im
Bild 1.127 sind die vier Raumgruppen dargestellt, wobei jeweils eine Elementarzelle abgebildet
ist:

Raumgruppe Pm (Bild 1.127 a): Nehmen wir irgendeinen Punkt X mit den Koordinaten x, y, z
in einer allgemeinen Lage an, so geht durch Spiegelung an einer Spiegelebene m, die durch den
Ursprung des Koordinatensystems (y = 0) gelegt sei, aus diesem Punkt ein weiterer Punkt mit den
Koordinaten x, y, z hervor. Dieser Punkt ist zum ersten spiegelbildlich dquivalent, was (nach
dem Muster der International Tables for Crystallography) im Bild 1.127 durch ein Kommazei-
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chen gekennzeichnet ist. Der Punkt x, ¥, z liegt zwar auflerhalb der Elementarzelle, doch repro-
duziert er sich infolge der Translationssymmetrie als identischer Punkt x, 1-y, z auch innerhalb
der Elementarzelle. Ganzzahlige Komponenten sind deshalb nicht relevant und werden {iiblicher-
weise nicht mitgeschrieben. Ebenso reproduziert sich auch die Spiegelebene in den Positionen
y==1,+2, ... usf. Ferner erkennt man, dass jeweils in der Mitte zwischen zwei identischen Spie-
gelebenen, also in den Positionen y =1/2, 1/2 £ 1, 1/2 £ 2, ... usf., von selbst eine Schar weiterer
Spiegelebenen vorhanden ist. Neue dquivalente Punkte erzeugen diese Spiegelebenen jedoch
nicht, die allgemeine Punktlage ist deshalb (in der Raumgruppe Pm) nur zweizdhlig. Wenn hin-
gegen ein Punkt eine spezielle Punktlage auf einer der Spiegelebenen einnimmt, dann wird kein
weiterer dquivalenter Punkt erzeugt, diese speziellen Punktlagen sind ,,einzdhlig”. Dafiir ist aber
der Punkt selbst bzw. korrekter: seine Position in der Struktur, spiegelsymmetrisch (Lagensym-
metrie, engl. site symmetry). Diese Lagensymmetrie wird (wie die Kristallklassen) durch die 32
kristallographischen Punktgruppen beschrieben. Im Gegensatz zur makroskopischen Symmetrie
der Kristalle bezieht sich diese Lagensymmetrie jedoch nicht nur auf Richtungen bzw. Vektoren,
sondern auf den Punktraum, d. h. konkret auf die Anordnung der Atome um diese Positionen. Die
allgemeine Punktlage ist stets unsymmetrisch (Punktgruppe 1). Entsprechend den zwei Scharen
von Spiegelebenen gibt es in der Raumgruppe Pm zwei spezielle Punktlagen (ndmlich auf diesen
Spiegelebenen), gegeben durch x, 0, z sowie x, 1/2, z. Die Punktlagen einer Kristallklasse werden
durch kleine Buchstaben (WYCKOFF-Buchstaben) symbolisiert, wobei die allgemeine Punktlage
den in der alphabetischen Reihenfolge letzten Buchstaben erhélt. Fiir die Raumgruppe Pm (voll-
stindiges Symbol P1m1) hat man also die

— allgemeine Punktlage c X, Y, Z; X, ¥,z zweizéhlig (1)
— speziellen Punktlagen b x, 1/2,z einzéhlig (m)
a x,0,z einzéhlig (m)

(in Klammern: Lagensymmetrie).

o[ 5 olo  ©[0 o]0
®|0
a® O ® O 0® O ® O
®0 @0 @0 ®.0
®:0
J@i O I: @: O 2@ O @ O
O® Keordinate in ¢ -Richtung =z @@ Kuordinate in c-Richturg =z +21

Bild 1.127. Die zur Punktgruppe m gehorenden Raumgruppen.

a) Pm; b) Pc; ¢) Cm; d) Ce.

Projektionen in Richtung der c-Achse (die c-Achse steht nicht senkrecht auf der Zeichenebene, sondern schliefit mit
der a-Achse den ,,monoklinen” Winkel /5 ein); spiegelbildlich dquivalente Punkte sind durch ein Komma gekenn-
zeichnet.
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Raumgruppe Pc (Bild 1.127 b): Wird die (punktiert gezeichnete) Gleitspiegelebene ¢ in y =0 an-
genommen, so wird durch sie einem Punkt x, y, z ein spiegelbildlich &quivalenter Punkt
X,y,z+1/2 zugeordnet. Es ergibt sich eine zweite Schar von Gleitspiegelebenen in y=1/2,

1/2 £ 1, ... usw. Bemerkenswerterweise gibt es keine speziellen Punktlagen mit einer besonderen La-
gensymmetrie, denn auch fiir einen Punkt x, 0, z auf der Gleitspiegelebene existiert ein spiegelbildlich
dquivalenter Punkt x, 0, z + 1/2. Demnach hat man fiir die Raumgruppe Pc bzw. Plc1 nur die

— allgemeine Punktlage a x,y,z; x,y,z+t1/2 zweizéhlig ().

Raumgruppe Cm (Bild 1.127 ¢): Die basisflachenzentrierte Gittermode C bedingt zu jedem
Punkt x, y, z einen weiteren identischen Punkt x+1/2, y+1/2, z. Man schreibt diese Transla-

tionssymmetrie in der Form x, y, z + (0, 0, 0); (1/2, 1/2, 0). Infolge der Spiegelebene m (in y = 0)
kommen dazu die beiden spiegelbildlich dquivalenten Punkte
x, y,z+(0,0,0); (1/2, 1/2, 0). Die Spiegelebene m wiederholt sich wegen der Basisflichen-

zentrierung bereits identisch in y = 1/2 usw. Auflerdem entsteht noch eine Schar von Gleitspiegel-
ebenen a (mit den Gleitkomponenten a/2 bzw. [1/2, 0, 0]; gestrichelt gezeichnet) in y = 1/4 und
y =3/4 usw. Es gibt nur eine spezielle Punktlage, nimlich auf den Spiegelebenen, und wir haben
fiir die Raumgruppe Cm bzw. Clm1 die

—allgemeine Punktlage b x,y,z; x, v,z +(0,0,0); (1/2,1/2,0) vierzéhlig (1
— spezielle Punktlage a x,0,z +(0, 0, 0); (1/2, 1/2, 0) zweizéhlig (m)

Raumgruppe Cc (Bild 1.127 d): Die basisflichenzentrierte Gittermode C bedingt wieder die
Translationssymmetrie x, y, z + (0, 0, 0); (1/2, 1/2, 0), die nun mit der Gleitspiegelebene ¢ (punk-
tiert gezeichnet) zu kombinieren ist, die durch den Punkt x, y,z+1/2 reprisentiert wird. Die

Gleitspiegelebene ¢ wiederholt sich identisch in y = 1/2 usw. AuBlerdem entsteht noch eine wei-
tere Schar von Gleitspiegelebenen n mit den Gleitkomponenten (a + ¢)/2 bzw. [1/2, 0, 1/2] in y =
1/4 und y = 3/4 usw. (strichpunktiert gezeichnet), die durch den Punkt
(x, ¥, z+1/2)+(1/2,1/2, 0) = x+1/2,1/2—y, z+1/2 représentiert wird. Spezielle

Punktlagen gibt es nicht (auch nicht auf den Gleitspiegelebenen). Somit haben wir fiir die Raum-
gruppe Cc bzw. Clcl nur die

— allgemeine Punktlage a x, y,z; x,5,z+1/2+ (0, 0, 0);+ (1/2,1/2,0) vierzdhlig (1.

Wie aus diesen Ausfiihrungen deutlich wird, kann eine Raumgruppe sowohl durch ihre Sym-
metrieelemente als auch durch die aus einem Punkt x, y, z der allgemeinen Punktlage hervorge-
henden Punkte dargestellt werden. Letzteres ist offensichtlich gleichbedeutend mit der analyti-
schen Darstellung, denn man kann vermdge dieser Punktkoordinaten sofort die (inhomogenen)
linearen Gleichungssysteme bzw. die entsprechenden vierreihigen Matrizen fiir die betreffenden
Symmetrieoperationen hinschreiben (vgl. Abschn. 1.9.2.). Die (unbegrenzte) Menge aller Punkte,
die aus einem gegebenen Punkt x, y, z (einer allgemeinen oder speziellen Punktlage) durch die
Anwendung aller Symmetrieoperationen einer Raumgruppe (einschlieBlich der Gittertranslationen)
hervorgehen, wird als Gitterkomplex bezeichnet (HELLNER [1.12]; DONNAY et al. [1.13]). Ein
Gitterkomplex stellt das Analogon zum Begriff der Form bei den Punktgruppen (Kristallklassen)
dar. Da die Koordinaten x, y, z des Ausgangspunktes innerhalb gewisser Bereiche beliebig variiert
werden konnen, repréasentiert ein Gitterkomplex jeweils eine entsprechende Mannigfaltigkeit sol-
cher symmetriebezogenen Punktmengen, die im Einzelnen als Orbit bezeichnet werden (WON-
DRATSCHEK [1.14]). AuBerdem wird der Begriff des Gitterkomplexes auch ohne Bezug auf eine
bestimmte Raumgruppe verwendet, wie es auch z. B. die Form des Oktaeders unabhéngig vom
Bezug auf eine bestimmte Kristallklasse gibt.
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Bild 1.128. Struktur von Aragonit.

Oben: Projektion auf (100); unten: Projektion auf (001); links: Koordinaten der Atome (Ionen) nebst Spiegelebenen;
rechts: Symmetrieelemente der Raumgruppe Pmcn. Die angeschriebenen Zahlen bedeuten jeweils die dritte Koordi-
nate x bzw. z, angegeben in Prozent der Gitterkonstanten. Nach STRUNZ.

Auf eine Elementarzelle entfdllt eine bestimmte (endliche) Anzahl von Punkten eines Gitter-
komplexes. Diese Ziahligkeit eines Gitterkomplexes der allgemeinen Punktlage stimmt bei den
primitiven Raumgruppen (Gittermode P) mit der Zahligkeit der allgemeinen Form der zugehori-
gen Punktgruppe (Kristallklasse) iiberein. Bei den zentrierten Gittermoden ist diese Zéhligkeit
entsprechend zu vermehrfachen. Somit resultieren als mogliche Zahligkeiten fiir Gitterkomplexe
die ,kristallographischen Zahlen 1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 16, 18, 24, 32, 36, 48, 64, 96 und 192.

Die Zihligkeiten der Gitterkomplexe aus speziellen Punktlagen sowie deren Variationsmog-
lichkeiten sind entsprechend geringer; es gibt auch invariante Gitterkomplexe (z. B. wenn der
Ausgangspunkt in einem Symmetriezentrum liegt).

Wie schon gesagt, kommt den Punkten der speziellen Gitterkomplexe — und damit den auf die-
sen Punkten angeordneten Atomen einer Struktur — eine bestimmte Lagensymmetrie (engl. site
symmetry) zu, je nach den Symmetrieelementen, auf welchen sie sich befinden.

Als konkretes Beispiel sei schlieSlich die Struktur des Minerals Aragonit, einer Modifikation
des Calciumcarbonats CaCQO;, angefiihrt (Bild 1.128). Diese Struktur gehdrt zur Raumgruppe
Pmcn (die eine andere Aufstellung der konventionellen Raumgruppe Prnma darstellt). Man disku-
tiere anhand des Bildes die die Raumgruppe erzeugenden Spiegel- bzw. Gleitspiegelebenen
m || (100); ¢ || (010); n || (001)! Die je vier Ca- und C-Atome (bzw. -lonen) sowie vier der
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O-Atome (bzw. -lonen) besetzen eine spezielle Punktlage auf den Spiegelebenen; die restlichen
acht O-Atome (bzw. -Ionen) besetzen die allgemeine Punktlage. Das vollstindige Symbol dieser
Raumgruppe lautet P2,/m 2,/c 2n; d. h., es gibt noch drei Scharen von zweizéhligen Schrauben-
achsen jeweils senkrecht zu den Spiegel- bzw. Gleitspiegelebenen. Aulerdem gibt es noch Inver-
sionszentren (acht je Elementarzelle). Man versuche, auch diese Symmetrieelemente in der Struk-
tur (d. h. im linken Teil von Bild 1.128) zu erkennen, wozu man sich am besten einen etwas
groBeren Ausschnitt der Struktur und gegebenenfalls auch eine Projektion auf die a-c-Ebene bzw.
auf die Flache (010) skizzieren sollte!

1.94. Korrespondenz zwischen Struktur und Habitus

Bei der Erorterung des Gesetzes der Winkelkonstanz (Abschn. 1.2.1.) sind wir zu der These ge-
fiihrt worden, dass die Flachen eines Kristalls mit bestimmten Ebenen seines Gitters (Netzebenen)
korrespondieren. Die zu einer Flache (hk/) symmetrisch dquivalenten Flidchen bilden zusammen
eine Form {Akl} und treten an einem Kristall (siecht man von zufélligen Verzerrungen und Unre-
gelmiBigkeiten ab) miteinander gleichberechtigt in Erscheinung. Wie die Erfahrung lehrt, weisen
die Kristalle meist nur eine geringe Anzahl verschiedener Formen auf. Weiterhin zeigt es sich,
dass es zwischen den Formen einer Kristallart auch noch eine (mehr oder weniger deutliche)
Rangordnung gibt: Formen mit ,,einfachen” Symbolen (d. h. kleinen Indizes) kommen haufig vor,
sind meistens gro3 entwickelt und bestimmen den Habitus; Formen mit ,,.komplizierteren* Sym-
bolen (d. h. groBeren Indizes) sind seltener und dann meistens nur klein entwickelt.

Es erhebt sich die Frage, inwieweit man diese Erscheinung, die offenbar mit grundlegenden
Eigenschaften des strukturellen Aufbaus zusammenhéngt, einer exakteren Betrachtung zugénglich
machen kann. Die Gestalt eines Kristalls ist ein Ergebnis seines Wachstums, also eines physika-
lisch-chemischen Vorgangs. Die Parameter, die die Wachstumskinetik der Kristalle bestimmen,
gehdren in den Bereich der Kristallchemie, der Thermodynamik und der Reaktionskinetik. Trotz
der Vielfiltigkeit dieser Parameter setzt sich das besagte Phdnomen immer wieder durch, so dass
wir seine Begriindung in der Struktur suchen miissen.

Zugang zu diesem Problem verschafft uns die These, dass an einem Kristall diejenigen F1&-
chen hervortreten werden, die besonders dicht mit Bausteinen (Atomen, Ionen, Molekiilen)
besetzt sind. Diese Besetzungsdichte lédsst sich prinzipiell aus der Struktur ermitteln, und be-
stimmte Grundziige lassen sich bereits ohne Kenntnis der konkreten Kristallstruktur nur aus der
Raumgruppe ableiten.

Betrachten wir ein zweidimensionales, rechtwinkliges, primitives Gitter (Bild 1.129), so wird
ohne weiteres deutlich, dass die Netzebenen (bzw. hier die Gittergeraden) mit den kleinsten Indi-
zes die groften Besetzungsdichten aufweisen.

Um einen Uberblick iiber die Verhiltnisse in einem dreidimensionalen Gitter zu gewinnen, de-
finieren wir die Belastungsdichte (oder Belastung) L, einer Netzebene als Anzahl der Gitter-
punkte je Fliacheneinheit dieser Netzebene. Im Fall eines primitiven Gitters ist L, gleich dem
reziproken Wert des Flacheninhalts Sy, einer Elementarmasche der Netzebene (vgl. Bild 1.5):

L= 1/Sp.

Das Volumen V einer Elementarzelle des (dreidimensionalen) Gitters ist gleich dem Produkt aus
dem Flédcheninhalt S, der Elementarmasche einer Netzebene (4k/) mit dem Netzebenenabstand
dyu der betreffenden Netzebenenschar (gemessen senkrecht zu den Netzebenen):

V= Sidna= dyal Ly bzw. L= dpal V.
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(010) ’ Zweidimensional, der dritte Index / ist unbestimmt.

Das Volumen V der Elementarzelle eines gegebenen Gitters ist eine Konstante, die nicht von 4, £,
[ abhidngt. Hieraus folgt, dass die Belastung L, einer Netzebene (hkl) proportional zum Netzebe-
nenabstand d,; ist. Da die Besetzungsdichte einer Kristallfliche mit der Belastung der betreffen-
den Netzebenen korrespondiert, kann man schlussfolgern, dass eine Kristallfliche umso mehr
hervortritt, je groBBer der betreffende Netzebenenabstand d; ist.

Um den Netzebenenabstand d; als Funktion der Indizes A, k, [ zu bestimmen, betrachten wir
noch einmal Bild 1.22 (S. 35) und interpretieren die Distanz OM als Netzebenenabstand d;,. Aus
den Erorterungen zu diesem Bild folgt

cosp,= hdyla; cosp, = kd/b; cosp,.= ld/c.

Fiir rechtwinklige Achsensysteme (rhombisches, tetragonales und kubisches Achsensystem)
gilt

coszpa + coszpb + coszpc =1,

und man erhélt durch Einsetzen der Kosinus:

VdZ, = (hay +(kib) +(llc)  bzw. d,, =N (Wa) +(k/b)* +(U/c)’.

Bei den nichtorthogonalen Achsensystemen sind die Ausdriicke komplizierter. Wie im Abschn.

5.1.4. abgeleitet wird, gilt in einem triklinen Achsensystem die folgende Beziehung zwischen dem
Netzebenenabstand dj;; bzw. der hiufiger benétigten GroBe Vd,, und den Gitterparametern
a,b,c,a,p,y:

triklin:
vd;, = [b’c*sin’ a h* +c*a’sin® B k* +a’b’sin’ y I* + 2abc’ (cosacos B —cosy) hk
+2ab’*c(cosacosy —cos ) hl +2a’bc(cos Bcosy —cosa) kl]/

[@’b*c*(1-cos® a —cos” f—cos® y +2cosacos Scos )].

Fiir die tibrigen kristallographischen Achsensysteme erhdlt man hieraus durch Spezifizierung
der betreffenden Gitterparameter:
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monoklin (a. =y = 90°):
1 W’ K r 2hlcos B

= + — —
d;, a’sin’f b cIsin’B acsin’p

rhombisch (o = f =y = 90°):
1 » kB

——=—+—+
2 2 2 2
d,, a b c

tetragonal (a = b, o= f =y = 90°):
1 W+k P

2 2 2
d,, a c

rhomboedrisch (a=b=c; o= =7y):

1 (B +k>+1%)sin’ a +2(kl + Ih + hk)(cos’ a — cos @)

d2, a*(1-3cos’ a +2cos’ @)

hexagonal (a = b; a = =90° y = 120°):

1 4 BP+k’+hk I

4
_—— ——_—
3

2 2 2
dy a c

kubisch(a=b=c; a=p=y=90°:
1R+
dp, al '
Die Netzebenenabstinde d; lassen sich beildufig auch aus einer gnomonischen Projektion er-
mitteln: Im rechten Teil von Bild 1.27 (S. 106) stellt die Distanz zwischen dem Ursprung O und

dem jeweiligen FuBBpunkt der Flachennormalen offenbar den betreffenden Netzebenenabstand dj;
dar. Aus den geometrischen Bezichungen auf Bild 1.27 b berechnet sich:

l/dhzkl = (I+ p}il/Rz)/Cz

mit p;,, als Distanz zwischen den Punkten N und P, d. h. als der Poldistanz im Gnomonogramm

(vgl. Bild 1.21). Eine Flache (kkl) erzeugt auf der c-Achse den Achsenabschnitt ¢//, und man er-
halt entsprechend:

Vd2, = (1+ p2 /ROl .

Die Poldistanz p;,, des betreffenden Flachenpols kann im Gnomonogramm gemessen und zur

Ermittlung d},;, herangezogen werden.
Um die morphologische Wichtigkeit der verschiedenen Formen {hkl/} bzw. deren Reihenfolge
zu diskutieren, bildet man zweckmiBigerweise den Ausdruck:

P+iE+P =g,
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Betrachten wir der Einfachheit halber das kubische Kristallsystem, so sind nach den obigen
Ausfithrungen die Netzebenenabstinde dj;, und damit (in einem primitiven Gitter) die Belas-
tungsdichten L,;; umgekehrt proportional zu g,,. Eine Form {Akl} ist demnach umso wichtiger, je

kleiner g sowie g7, sind, so dass Tab. 1.10 die Rangfolge der Formen fiir ein kubisch primiti-

ves Gitter wiedergibt.

Tabelle 1.10. Werte von g}, fiir ein primitives Gitter.

hkl | 100 110 111 210 211 221 310 311 320 321 410 322 411
g 1 2 3 5 6 9 10 11 13 14 17 17 18

Diese Situation verdndert sich jedoch, wenn anstelle eines primitiven Gitters ein zentriertes
Gitter vorliegt. So hat im Fall eines innenzentrierten Gitters ein Teil der Netzebenen — z. B.
(100) — die gleiche Belastung wie ein primitives Gitter, wihrend andere Netzebenen — z. B.
(110) — infolge der Zentrierung der Elementarzelle die doppelte Belastung aufweisen. Welche
Netzebenen sind dies? Fiir eine Netzebene (4kl) durch den Koordinatenursprung gilt die Bedin-
gung (Ebenengleichung):

hx +ky +1z=0.

Die durch die Zentrierung entstehenden zusitzlichen Gitterpunkte befinden sich in den Posi-
tionen u,/2, uy/2, us/2 mit uy, u,, us als ungeraden ganzen Zahlen. Die Belastung verdoppelt sich
fiir alle diejenigen Netzebenen, die solche Punkte enthalten, also die folgende Bedingung erfiillen:

huy + kuy + luz=0.

Man erkennt, dass diese Bedingung immer dann nicht erfiillt sein kann, wenn % + k + [ eine
ungerade Zahl ergibt. Fiir Netzebenen Akl mit i + k + [ = 2n (geradzahlig) lassen sich stets Werte-
tripel u;, u,, us finden, die die Ebenengleichung erfiillen.

Diese Netzebenen haben also in einem innenzentrierten Gitter die (gegeniiber einem primitiven
Gitter) doppelte Belastung. Zur Diskussion der Rangfolge der Formen kénnen wir so verfahren,
dass wir vor der Bildung der Werte von g;, alle diejenigen Indizes hkl verdoppeln, fiir die
h + k + [ ungerade ist (Tab. 1.11). Wir finden demnach fiir das innenzentrierte Gitter die Rang-
ordnung {110}, {100}, {211}, {310}, {111} usw., die sich also von der in Tab. 1.10 gegebenen
Rangordnung des primitiven Gitters: {100}, {110}, {111}, {210} usw. unterscheidet.

Tabelle 1.11. Werte von g, fiir ein innenzentriertes Gitter.

hkl 200 110 222 420 211 442 310 622 640 321 411 332 431
g 4 2 12 20 6 36 10 44 52 14 18 22 26

Tabelle 1.12. Werte von g, fiir ein flichenzentriertes Gitter.

hkl 200 220 111 420 422 442 620 311 640 642 331 511 531
I's 4 8 3 20 24 36 40 11 52 56 19 27 35

In einem flachenzentrierten Gitter ist die Belastung (gegeniiber dem primitiven Gitter) fiir
einen Teil der Netzebenen — z. B. (100) — verdoppelt, wihrend sie sich fiir den anderen Teil der
Netzebenen — z. B. (111) — vervierfacht. Die Diskussion (die hier nicht ausgefiihrt wird) ergibt,
dass die vierfache Belastung fiir solche und nur solche Netzebenen (4k/) zutrifft, deren Indizes 4,
k, I entweder alle geradzahlig oder alle ungeradzahlig sind. Hingegen ist die Belastung derjenigen
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Netzebenen (kkl) mit ,,gemischten® Indizes 4, &, [ nur verdoppelt, was letztere in der Rangordnung
der Formen zuriicksetzt: Vor der Bildung der Werte von g, hat man also ,,gemischte® Indizes zu

verdoppeln (Tab. 1.12). Somit erhélt man fiir das flichenzentrierte Gitter die Rangordnung {111},
{100}, {110}, {311}, {331}, {210} usw., die sich sowohl von der des primitiven Gitters als auch
von der des innenzentrierten Gitters unterscheidet. — Die Korrespondenz einer solchen Rangord-
nung der Formen mit den einzelnen Gittertypen wird als BRAVAISsches Prinzip bezeichnet.

Diese Betrachtung ldsst sich noch vertiefen, indem man nicht nur die Belastung der Netzebe-
nen mit (identischen) Gitterpunkten, sondern deren Belastung mit symmetrisch dquivalenten
Punkten diskutiert, wie sie durch die Symmetrieelemente einer Raumgruppe bedingt werden. Bei-
spielsweise verdoppelt eine zweizdhlige Drehachse die Belastung der Netzebenen senkrecht zu
dieser Achse (vgl. Bild 1.124), was die morphologische Bedeutung der betreffenden Kristallflache
verstirkt. Hingegen gibt es bei einer zweizdhligen Schraubenachse diese Verdoppelung der Belas-
tung nicht, und die morphologische Bedeutung der Flache senkrecht zur Schraubenachse ist ge-
ringer. Das gilt allgemein fiir alle Schraubenachsen. Ein bekanntes Beispiel ist der Quarz, der zur
Raumgruppe P32 gehort: Die dreizdhligen Schraubenachsen (parallel zur c-Achse) bewirken,
dass an Quarzkristallen die Basisflichen {0001} nur duBerst selten zu beobachten sind.

Einen analogen Einfluss haben Gleitspiegelebenen. Liegt beispielsweise eine Gleitspiegel-
ebene ¢ parallel (010) mit einer Gleitkomponente ¢/2 vor (vgl. Bild 1.125), so wird durch sie die
Belastung der Netzebenen (£0/) mit / = 2n (gerade) verdoppelt. Zur Diskussion der Fliachen (£0/),
welche miteinander die Zone [010] bilden, hat man also zunéchst die Indizes der Flachen mit
einem ungeraden Index / zu verdoppeln und kann dann die g~-Werte der Flichen bilden sowie
deren Rangfolge feststellen. (Es sei darauf aufmerksam gemacht, dass diese Regeln genau den
Ausldschungsgesetzen entsprechen, die im Abschn. 5.1.5. behandelt werden.)

Man kann auf diese Weise fiir jede Raumgruppe eine Rangordnung der Formen aufstellen, die
nach DONNAY und HARKER [1.15] als morphologischer Aspekt bezeichnet wird. Fiir einige
Raumgruppen stimmen sie {iberein, so dass insgesamt 97 morphologische Aspekte zu unterschei-
den sind. Die morphologischen Aspekte gestatten es, aus den an einem Kristall beobachteten
Formen Riickschliisse auf seine Raumgruppe zu ziehen.

Eine andere Betrachtungsweise der Korrespondenz zwischen Struktur und Habitus wurde von
NIGGLI [1.16] eingefiihrt. Hiernach korrespondieren dichtbesetzte Gittergeraden mit wichtigen
Zonen am Kiristall. Beide Betrachtungsweisen hdngen eng miteinander zusammen, denn die
dichtbesetzten Gittergeraden bestimmen auch die dichtbesetzten Netzebenen, und die wichtigen
Fléchen eines Kristalls bestimmen dessen wichtige Zonen.

An diese Betrachtung wichtiger Gitterrichtungen schlieBen sich Uberlegungen an, die die
Kenntnis der konkreten Kristallstruktur voraussetzen. So diskutierte KLEBER [1.17] die Potentiale
von lonenketten in der Struktur von lonenkristallen. Eine Verallgemeinerung dieser Methode
wurde von HARTMANN und PERDOK [1.18] vorgeschlagen: In einer gegebenen, konkreten Struktur
werden die intensivsten Bindungen aufgesucht und daraufhin betrachtet, inwieweit sie sich zu
ununterbrochenen Ketten in der Struktur zusammenfligen. Solche Ketten, die wie das Gitter pe-
riodisch sind, werden unter Angabe ihrer resultierenden Richtung als PBC-Vektoren (engl. perio-
dic bond chain vector) bezeichnet. Es zeigt sich nun, dass die morphologisch wichtigen Zonen
parallel zu PBC-Vektoren verlaufen. Die morphologisch wichtigen Fldachen enthalten zwei oder
mehr PBC-Vektoren. Hingegen treten Flachen, die nur einen oder gar keinen PBC-Vektor enthal-
ten, in ihrer Bedeutung zuriick. — Diese Betrachtungen setzen allerdings schon die vollstindige
Kenntnis der betreffenden Struktur voraus und fithren uns damit bereits in das Gebiet der Kristall-
chemie.



