6 Externe und innere Koordinaten

In den vorangegangenen Abschnitten wurde gezeigt, wie die Symmetrieelemente ei-
nes Molekiils gefunden werden kénnen und wie man mit diesem Wissen (mithilfe der
Gruppentheorie) umgehen kann. Besonders niitzlich erwies sich eine Darstellung von
Symmetrieelementen (Operatoren) durch Matrizen in bestimmten Basen. Es wurden
Operationsmatrizen und Permutationsmatrizen gefunden und hieraus Transformati-
onsmatrizen gebildet. Weil die Atomlagen durch Ortsvektoren dargestellt werden kén-
nen (Koordinaten), kann man die Wirkung eines Operators durch ein Produkt von Ma-
trix und Vektor einfach berechnen.

Wir werden das Feld der starren Ortsvektoren nun verlassen. Das eigentliche Ziel
der Einfiihrung der Gruppentheorie ist der Umgang mit Bewegungen, die durch Vek-
toren beschrieben werden. Es ist schon angeklungen, dass ein N-atomiges Molekiil 3N
Freiheitsgrade der Bewegung besitzt, d. h. die N Atome konnen sich als Ensemble be-
wegen. Zugleich aber kdnnen sich die Atome relativ zu einander verschieben. Die En-
semble-Bewegungen konnen als Translationen und Rotationen beschrieben werden;
die inneren Verschiebungen als Schwingungen.

Wir werden weiterhin die Symmetrieoperationen (in Form von Matrizen) verwen-
den, die wirken aber ab jetzt nicht auf die Positionen (Ortsvektoren) der Atome, son-
dern auf deren Verdanderung. Man spricht immer noch von Koordinaten — hier speziell
von Verschiebungskoordinaten — aber es sind Vektoren, die eine Bewegung darstel-
len, die das Ziel einer Symmetrieoperation sein soll.

6.1 Translationen

Im Folgenden werden die Ergebnisse an einem konkreten Beispiel hergeleitet und an-
schliefiend in eine allgemein giiltige Form gebracht.

Beispiel (Der Translationsvektor, T(Ty, Ty, T,), in der Punktgruppe Cy).
Die Wirkungen der Symmetrieoperationen von C,y auf T werden nachfolgend darge-
stellt und sind exemplarisch in Abbildung 6.1 fiir T perspektivisch gezeichnet.
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Abb. 6.1. Wirkung der Symmetrieelemente von C,y auf Ty.
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Ty 1 0 O Ty
E{T, |=({0 1 0 T, XE)=3

T, 0 0 1 T,
Ty -1 0 O Ty

C2 Ty = 0 -1 0 Ty X(Cz) =-1
T, O 0 1 T,
Ty 1 0 O Ty

Oxz| Ty |=10 -1 0 T, X(0xz) =1
T, 0O 0 1 T,
Tx -1 0 0 Ty

oy:| Ty |=1 0 1 0 T, X(0yz) =1
T, 0O 0 1 T,

Auf diese Weise erhdlt man eine reduzible Darstellung I'; des Translationsvektors
bei der Punktgruppe Cyy:

Cyy ‘E C; Ox Oyz
o3 -1 1 1

Mithilfe der Reduktionsformel erhilt man die irreduziblen Darstellungen der drei
Komponenten des Translationsvektors:

Ii(T) = A1+ By + B,

Esist sehr hilfreich, die Symmetrieeigenschaften des Translationsvektors direkt in den
Charaktertafeln anzugeben:

Cxw |E C 0x; 0y | T
Al 1 1 1T
A |1 1 -1 -1
1
1

B; -1 1 -1 T,
B, -1 -1 1T,

Es fillt auf, dass nicht jede Rasse eine Komponente des Translationsvektors beinhal-
tet.

6.2 Rotationen

Der Rotationsvektor (Drehimpulsvektor) R gehort zu den axialen Vektoren; er steht
senkrecht zur Rotationsebene. Die Richtung von R ergibt sich nach der Rechte-Hand-
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Abb. 6.2. Wirkung der Symmetrieelemente von C,y auf R;.

Regel: Sind die Finger der rechten Hand in Drehrichtung gekriimmt, so gibt der abge-
spreizte Daumen die Richtung von R an. Weil die Symmetrieoperationen einer Punkt-
gruppe auf die Drehbewegung angewandt werden, ergibt sich die Anderung von R in-
direkt, und somit verhalten sich Rotationsvektoren anders als Translationsvektoren.

Beispiel (Der Rotationsvektor R in der Punktgruppe C,y).

R, 1 0 O R,
E[ R, |=10 1 O Ry X(E)=3

R, 0 0 1 R,
R, -1 0 O Ry

Cy Ry | = 0O -1 O Ry X(Cy)=-1
R, 0O 0 1 R,
R, -1 0 0 Ry

Oxz| Ry | = 01 O Ry X(Oxz) = -1
R, 0 -1 R,
R, 1 0 O Ry

Oyz| Ry |=( 0 -1 0 Ry X(0yz) =-1
R, 0O 0 -1 R,

Auf diese Weise erhdlt man eine reduzible Darstellung I';(R) des Rotationsvektors
R bei der Punktgruppe Cyy:

Cav ‘E Cr 0xz Oy,
LR [3 -1 -1 -1

Mithilfe der Reduktionsformel erhdlt man die irreduziblen Darstellungen der drei
Komponenten des Rotationsvektors:

Ii(R)=A> + By + By
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Auch hier ist die Angabe der Symmetrieeigenschaften des Rotationsvektors in den
Charaktertafeln iiblich:

Coy |E C; 0y 00| T | R
A |1 1 1 1 T,

A1 1 -1 -1 R,
B, [1 -1 1 -1|T,|R
B, [1 -1 -1 1 |T,|Rs

6.3 Innere Koordinaten

Schwingungen kénnen als Verianderungen der Bindungsabstinde (Valenzschwingun-
gen) oder als Verdnderungen der Bindungswinkel (Deformationsschwingungen) be-
zeichnet werden.

Nehmen wir als Beispiel wieder das H, O-Molekiil in der C,y-Darstellung.

Zundchst analysieren wir die Auslenkung der einzelnen Atome. Wir arbeiten so-
mit mit externen Verschiebungskoordinaten, deren Anderung nach Ausfiihrung der
Symmetrieoperationen in einer Tabelle festgehalten wird, wobei die Nummerierung
der Atome folgendermaflen festgelegt wurde: linkes Wasserstoffatom: 1, rechtes Was-
serstoffatom: 2, Sauerstoffatom: 3 (siehe Abbildung 6.3):

Cxw E Cixz) 0x; 0y Cxw|E C 0Oy 0y:| T| R

Ax, Ax; -Axy  Axy  -Axy A |1 1 1 1T,

Axy; Axy; -Axi Axi  -Axp A |1 1 -1 -1 R,

Axs Axs -Axs Axs —Axs Bi|1 -1 1 -1 |Tx | Ry
B|1 -1 -1 1|T,|Ry

Ay:s Ay:s -Ay> Ay, Ay
Ay, Ay, -Ayr -Ayr  Ays
Ays Ays -Ays -Ays  Ays

Az Azy Az, Az, Az
AZZ AZZ AZl AZl AZZ

Azz Azz Az3 Az3 Az

Spur,;: 9 -1 1 3
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Abb. 6.3. Innere Koordinaten des H,0-Molekiils.

Die Spur der reduziblen Darstellung stellt die Zahl der Auslenkungen dar, die
durch die Symmetrieoperationen nicht vertauscht werden. Mithilfe der Reduktions-
formel lasst sich nun die Aufteilung auf irreduziblen Darstellungen bewerkstelligen.
XR = 3A1 + 1A, + 2B + 3B,. Es sind aber neun Bewegungen, die sich so aufteilen
lassen, und unter diesen Bewegungen sind drei Translationen (41, B1 und B;) und
drei Rotationen (4,, B; und B;). Es bleiben somit nur drei Schwingungen iibrig in
den Symmetrierassen A; (2) und B> (1).

Um diese drei Schwingungen ndher zu betrachten, werden die inneren Koordina-
ten eingefiihrt: Fiir Wasser gibt es zwei dquivalente OH-Bindungen, r; und r,, sowie
einen Winkel, 6. Alle drei konnen sich beim Schwingungsvorgang verdandern.

Wir lassen jetzt die Symmetrieoperationen auf die drei inneren Koordinaten wir-
ken:

ri 1 0 O ri
Elr, =10 1 0 r2 X(E) =3
0 0O 0 1 0
r 0 1 O r
Cz r = 1 0 O r X(Cz) =1
0 0O 0 1 0
r 0 1 O r
Oxz| T2 = 1 0 O &) X(sz) =1
0 0O 0 1 0
r 1 0 O r
Oyz| 2 | = 0 1 0 r X(Uyz) =3
0 0O 0 1 0

Die reduzible Darstellung der drei inneren Bewegungen ist somit:

Cyy ‘E Cy Oy Oyz
a3 1 1 3 |

Ausreduziert ergibt sich: I (IK) = 2A1 + B,
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Um Naheres iiber die Art der jeweiligen Schwingungen zu erfahren, kann man zu-
ndchst oben sehen, dass 6 jedes Mal unverandert auf sich abgebildet wurde. Die Win-
keldnderung gehort zur irreduziblen Darstellung A;. Zur Analyse der Valenzschwin-
gungen verwendet man symmetrieadaptierte Koordinaten oder Symmetriekoordinaten
(SK). Weil die beiden Bindungsauslenkungen dquivalent sind, lassen sie sich durch
zwei Linearkombinationen beschreiben:

SKi=r1+1; symmetrische Valenzschwingung
SKy=r1 -1 asymmetrische Valenzschwingung
und ordnungshalber SK3 = 6 Deformationsschwingung

Cy E C 0x Oyz

SK; 1 1 1 1 A
SK, 1 -1 -1 1 B
SKs 1 1 1 1 A

In der Symmetrierasse A; findet man die symmetrische Valenzschwingung und
die Deformationsschwingung, in der Rasse B, findet man die asymmetrische Valenz-
schwingung.
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Abb. 6.5. Wirkung der C,,-Operatoren auf v3, die asymmetrische Valenzschwingung.

Fiir die Valenzschwingungen lassen sich immer innere Koordinaten finden, de-
ren Symmetrieeigenschaften abgeleitet werden kénnen. Bei den Deformationsschwin-
gungen ist dies in der Regel nicht der Fall. Betrachten wir als Beispiel das planar ge-
baute BF3-Molekiil (Punktgruppe D3y, vgl. Kapitel 7.4.2). Hier soll nur festgehalten
werden, dass es drei Bindungen, drei Winkel in der Ebene des Molekiils und die Mog-
lichkeit, ein Atom aus der Ebene heraus zu bewegen, gibt. Ein vieratomiges Molekiil
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besitzt 3-4—6 = 6 Normalschwingungen. Addieren wir aber die drei Anderungen, der
Bindungsldngen, die drei Anderungen der Bindungswinkel und die Bewegung senk-
recht zur Molekiilebene, erhalten wir insgesamt sieben Schwingungsfreiheitsgrade —
einer zu viel.

Das Problem sind die Winkeldnderungen in der Ebene: Weil die Winkelsumme
360° bleiben muss, ist nach zwei Winkeldanderungen die dritte schon vorgegeben —
sie stellt somit keinen Freiheitsgrad dar. Man spricht hier von Redundanz. Um die-
ses Problem nicht iiberall in seiner Kompliziertheit ausbreiten zu miissen, werden die
Symmetrieeigenschaften der Deformationen in der Regel iiber die Differenzbildung
zwischen der reduziblen Darstellung des Gesamtmolekiils und der Darstellung der Va-
lenzschwingungen gebildet.

Ein weniger aufwendiges Verfahren zur Ermittlung der den Valenzschwingungen
zugehorigen Freiheitsgrade beruht auf der Abfrage der Lagekonstanz der einzelnen
Bindungen. So ergibt sich fiir das Molekiil H,O die reduzible Darstellung I';(IK)é di-
rekt:

Coy E C o0y, 0y,
ryakyé 2 0 0 2

Die Uberfiihrung in die irreduzible Darstellung (Reduktion) ergibt:
I''(IK)6 = A1 + By

Hierdurch lassen sich in einem Molekiil die reduziblen Darstellungen der Valenz-
schwingungen symmetrieverschiedener Bindungen (z. B. in CH,Cl,) getrennt ermit-
teln.

6.4 Symmetrische Tensoren als Basen

Neben den bisher behandelten polaren Vektoren (Translationen — und spéter bei den
Auswahlregeln: Dipolmomente) und axialen Vektoren (Rotationen) finden auch sym-
metrische Tensoren Anwendung, weshalb auch untersucht werden muss, wie Symme-
trieoperationen auf diese Tensoren wirken.

Ein Tensor zweiter Stufe ordnet jedem Vektor a einen Vektor b zu. Stellt man die
Vektoren als Spaltenmatrizen dar, kann man den Tensor in Form einer quadratischen
Matrix angeben. Die Matrix aus den Tensorkomponenten erfiillt also die gleiche Funk-
tion wie eine Abbildungsmatrix:

b=Ta

Somit verbindet T zwei Vektorrdaume und kann als das dyadische Produkt zweier Vek-
toren aufgefasst werden (hierdurch enthilt der Tensor Produkte von Koordinaten wie
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in den Translationsvektoren, siehe Polarisierbarkeit):

2

x> xy xz
T=|yx y? yz symmetrisch: Tj; = Tj;
zx zy Z2

Ohne auf die unterschiedlichen Symmetrieoperationen im Einzelnen einzugehen, soll
hier zunachst nur festgehalten werden, dass eine Drehung weder einen polaren Vek-
tor, einen axialen Vektor noch einen symmetrischen Tensor verdndert. Die Inversion
dndert das Vorzeichen eines polaren Vektors, aber weil ein axialer Vektor als Kreuz-
produkt zweier polarer Vektoren entsteht und weil die Elemente des symmetrischen
Tensors Quadrate oder Produkte sind, bleiben beide bei der Inversion unverandert.

Fiir symmetrische Tensoren gibt es die Méglichkeit einer Ahnlichkeitstransforma-
tion:

X2 X'y X'z Cux Cxy Cyy x> xy xz Cux Cxy Cyy
15,1 12 [ _ 2

xy 'y vz | =1 Cyx Cyy Cyg Xy y- yz Cyx Cp Cyy

X'z y'Z 27 Czx Cypy Cyy xz yz z° Czx Cypy Cyy

Das bedeutet konkret fiir die Rotation Cy:

2

xX- Xy xz cosg sing O X2 xy xz cosgp -sing O
Cn|l xy y?> yz |=| -sing cosk O || xy y* vyz sing cosk O
xz yz 22 0 0o 1 xz yz z° 0 0 1

Eine (mogliche) Umformung liefert:

x2 cos? @ sin? ¢ 0 2singcosg 0 0 x2

y? sin? @ cos? ¢ 0 -2singcosg 0 0 y?

c 2 | 0 0 1 0 0 0 z2
"l oxy - —singpcosgp singcosp O 2cos?p -1 0 0 xy
Xz 0 0 0 0 cosp  sing Xz

yz 0 0 0 0 —-sing cos¢ yz

Der Charakter (Spur), i, dieser reduziblen Darstellung des symmetrischen Tensors
ergibt sich aus der Spur der Transformationsmatrix:

Xe(T)=2cos>@+1+2cos’p—-1+2cosg
= 4.cos’ @ +2cos @

=2cos@(2cosp +1)

Bei den Symmetrieoperationen gilt Folgendes: E: ¢ = 0; C,: ¢ = 27/n; 0: ¢ = m;
i:p=2m;Sy: ¢ =2n/n+nm
Fiir die Bestimmung der Symmetrieeigenschaften dieser Elemente unterscheidet
man drei Fille:
(i) Die irreduziblen Darstellung sind nicht entartet, dann werden nur Produkte be-
riicksichtigt: xy, xz, yz, x2, y?, z°.
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(ii) Die irreduziblen Darstellungen sind zweifach entartet, dann werden Produkte
und Kombinationen der Produkte beriicksichtigt: xy, xz, yz, x*> + y?, x> - y?, z°.

(iii) Die irreduziblen Darstellungen sind dreifach entartet, dann werden Produkte und
Kombinationen der Produkte beriicksichtigt: xy, xz, yz, x*> + y? + 2%, 2z2 - x* —y?,
x2 —y2.

Beispiel 1. H,0 in der Punktgruppe C,y (keine Entartung).
Xt(T) =2cos@(2cosp +1)

Cyy ’E Cy Oy Oyz
rr(T)\s 2 2 2

Ausreduzieren fiihrt zu: I;(T) = 3A1 + A, + B1 + B>,

Weil z = A1, x = By und y = B, ergibt sich fiir x?, y? bzw. z? jeweils A; und fiir
xy =A;,,xz =Biund yz = B,.

Die Charaktertafel kann nun mit den Vektorprodukten erweitert werden:

Cxw |E Cy o0x; 0y,| T/R T
A1 1 1 1 T, |x%,y%2°
A, |11 1 -1 -1 R, xy
B, |1 -1 1 -1 | Ty, Ry Xz
B, |1 -1 -1 1 | Ty, Ry yz

Beispiel 2. Methylchlorid in der Punktgruppe Csy (die irreduzible Darstellung E ist
zweifach entartet):

Xt(T) =2cosp(2cosp +1)

C3v ‘ E 2C3 30y
r(mje o 2
Ausreduzieren fiihrt zu: I',(T) = 24, + 2E.
Weil z = A1 und (x, y) = E ergibt sich fiir x? + y2 bzw. z? jeweils A; und fiir x>-y?,
xy, xz und yz Anteile von E.
Die Charaktertafel kann nun mit den Vektorprodukten erweitert werden:

C3v | E 2C3 30y T/R T

A |1 1 1 T, X2 +y?, 22

A |1 1 -1 R,

E |2 -1 0 |(Ty, )RRy | &2 -y2,xy), (xz,y2)
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Beispiel 3. Methan in der Punktgruppe T4 (die irreduziblen Darstellungen E und T
sind zweifach bzw. dreifach entartet):

Xt(T) =2cos@(2cos ¢ + 1)

Tq ]E 8C; 3C, 6S, 304
I‘r(T)‘6 o 2 o0 2

Ausreduzieren fiihrt zu: I'(T) = A1 + E + T».

Weil (x, y, z) = T, ergibt sich auch fiir die Produkte (xy, xz, yz) = T, wahrend die
Kombination x> + y? + z% = A;.

Die Charaktertafel kann nun mit den Vektorprodukten erweitert werden:

Ta | E 8C3 3C, 6S, 304 T/R T
Ay l1 1 1 1 1 X2 +y*+ 22

Ay |1 1 1 -1 -1

El2 -1 2 0 0 (222 - X% -y%,x* - y?)
T; | 3 -1 1 -1 |®RwuR,Ry

T, | 3 -1 -1 1 (Tx, Ty, T») (xy, xz,yz)

6.5 Ubungsaufgaben

1. Bestimmen Sie die Punktgruppen fiir cis-1,3-Butadien, trans-1,3-Butadien, Cyclo-
butadien. Wie unterscheiden sich die IR- und Raman-Auswahlregeln?

2. Berechnen Sie die Operationsmatrizen der Operationen S3, S; und Se.

3. Warum gehdren die Translationsfreiheitsgrade Ty und T, der Punktgruppe Csy,
anders als in C,y, einer entarteten Rasse an?

4. Geben Sie durch Anwendung des Systems der inneren Koordinaten die Rassen der
Valenzschwingungsfreiheitsgrade folgender Molekiile an:
NH3, SiH4, Ethylen



