5 Darstellungen und Charaktertafeln

5.1 Charaktere

Wir greifen die Gruppe D, (Kapitel 3.1) wieder auf, um der Frage, welche Matrixdarstel-
lungen einer Gruppe die Multiplikationstabellen nicht verletzen, nachzugehen. Die
Multiplikationstabelle von D, sowie von deren Faktorgruppen, F; und F; sind nach-
folgend aufgelistet:

Dy|E C4 C; C; CS Cb ¢5 cd F; | N' CoC, CoCS CoCS
E|E Cy C C3 ¢4 ¢b c5 cf N' | N CoCs; CoC% CoC§
Ci|Cy C C; E C5 C4 Cb €& CoCy|CoCy N' CoC§ CocCt
C;|C; C3 E Cy C) C4 C§ C5 CoCl|CoCs CoCS N'' CoCy
C|Co E C4 C C§ C5 C§ C5  CoCS|CoCS CoCd CoCq NI
cilcsd cd cb cs E C C Gy
chick ¢5 ¢c8 ¢4 ¢ E ¢y C F, | N> CoC(C§
cs|cs cs cd ¢k ¢y CE G N2 | N> Co(Cd
cd|cd ¢cb ¢c5 ¢ ¢ ¢4 C; E  CoCl|CoCd N2

Zundchst konnen alle Operatoren auf {1} abgebildet werden, die eindimensionale Ein-
heitsmatrix. Die Anforderungen der Gruppenaxiome sind samtlich erfiillt, und es gibt
keinen Widerspruch zur Multiplikationstabelle. Diese Abbildung ist homomorph. Man
nennt diese Darstellung, die allen Punktgruppen eigen ist, die totalsymmetrische Dar-
stellung.

Diese Darstellung wiirde fiir D, folgendermafien aussehen:

D, |E Cci C; ¢ ¢ ¢ ¢ cf
1"1‘11 1 1 1 1 1 1

Die Zahlenwerte (hier lauter ler) nennt man Charaktere. Die entstehende Tabelle
heifdt: Charaktertafel oder Charakterentafel.

Werfen wir anschlieflend einen Blick auf die Faktorgruppe, F-, sehen wir sofort,
dass eine weitere einfache Darstellung dadurch zustande kommt, dass alle Elemen-
te des Normalteilers auf {1} und alle Elemente der Nebengruppe auf {-1} abgebildet
werden. Die Multiplikationstabelle wird nicht verletzt und die Gruppenaxiome gelten
weiterhin:

Di|E € € C ¢ ¢k ¢ cf
ry |1 1 1 1 1 1 1 1
rn|ii+ 1 1 1 -1 -1 -1 -1
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Wir konnen aber auch F; nehmen und die Elemente aus N; auf {1} abbilden. Bei
den drei Nebengruppen miissen dann die Elemente aus einer auf {1} und die Elemente
aus den beiden anderen auf {-1} abgebildet werden; dafiir gibt es aber zwei Moglich-
keiten:

Dy|E C4y C; C C& ¢b c¢5 cd
nftr 1 1 1 1 1 1 1
nf{t 1 1 1 -1 -1 -1 -1
{1t -1 1 -1 1 1 -1 -1
r,{t -1 1 -1 -1 -1 1 1

Diese Darstellungen sind alle homomorph, sie sind alle eindimensional und somit
irreduzibel.

5.2 Orthogonalitdtstheorem

Zur weiteren Entwicklung miissen verschiedene Gesetzmafligkeiten der Darstellungs-
theorie beachtet werden. Hierbei fassen wir die Darstellungen als Charakter-Vektoren
der irreduziblen Darstellungen im Gruppenraum auf, wobei der Charakter-Vektor als
Produkt eines Einheitsvektors (die ,,Richtung® der Operation), e > it dem jeweiligen
Charakter der Symmetrierasse, a, auftritt:

X“ = epxa(R)
R
Uber den Charakter-Vektoren gelangt man zum grofien Orthogonalitiitstheorem:

Y LR malj(R)}q = <h/ lilj) +8ij* Bmp  Bng
R

Dabei ist:
h Gruppenordnung (Zahl der Operationen der Gruppe);
L, I Dimensionen der i-ten bzw. j-ten irreduziblen Darstellungen;

TI'i(R)mn Element der m-ten Zeile und n-ten Spalte einer Matrix, die die Symmetrie-
operation R in der irreduziblen Matrixdarstellung entspricht;
* steht fiir komplex konjugiert.

Regel 1: DieZahl der irreduziblen Darstellungen (Rassen) einer Punktgruppe ist gleich
der Zahl der Symmetrieklassen der Gruppe.

Regel 2: Die Charaktere aller Operationen einer Klasse sind identisch.

Regel 3: Die Summe der Quadrate der (irreduziblen) Charaktere (spaltenweise oder
zeilenweise) ist gleich der Ordnung der Gruppe:

Y a(E)? = h, bzw. Y ((a(R)? = h
a R
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Regel 4: Das skalare Produkt zweier Gruppenvektoren (Summe der Produkte der Cha-
raktere der jeweiligen Klassen) ist null.
Regel 5: Der Charakter der Identitdtsmatrix (die Spur) ist gleich ihrer Dimension:

Xa(E) = lg

Regel 6: Die Charaktervektoren verschiedener irreduziblen Darstellungen sind ortho-
gonal:
Y Xi(R) - x;(R)* = hé;
R

Es gibt so viele irreduziblen Darstellungen wie es Klassen der Operatoren gibt.
Im Falle von D, lassen sich die Operatoren in folgenden Klassen einteilen: {E}, {C,},
{C4, C3}, {CS, CB} und {CS, CY}. Es muss somit fiinf irreduzible Darstellungen geben.
Vier kennen wir schon. Um die fiinfte zu finden, betrachten wir die Matrixdarstellun-
gen der Symmetrieelementen:

1000 0001 0010 0100
0100 1000 0001 0010

D(E) = 5 D(Cy) = ;s D(Cy) = ;DC3=

(E) 0010 (€4) 0100 (€2) 1000 (€ 0001
0001 0010 0100 1000

Spur : 4 0 0 0
0001 0100 1000 0010
0010 1000 0001 0100

D(CS) = ; D(CY) = ; D(CS) = ; D(CY) =

(€2) 0100 (€2) 0001 () 0010 (€2 1000
1000 0010 0100 0001

Spur : 0 0 2 2

Die ersten vier irreduziblen Darstellungen waren Abbildungen auf Zahlen (eindimen-
sionale Matrizen), jetzt haben wir es mit vierdimensionalen Matrizen zu tun. Ein Blick
auf Regel 6 sagt aber auch aus, dass die Summe der Quadrate der Matrixdimensionen
der Ordnung der Gruppe entsprechen muss. Die Ordnung von Dy ist 8. Die Summe von
den Quadraten der ersten vier Darstellungen ist 4. Die fiinfte Darstellung muss somit
zweidimensional sein. Man kénnte versuchen, durch eine Ahnlichkeitstransformati-
on die vierdimensionalen Matrizen auf Diagonalform oder Blockform zu bringen, weil
diese Darstellung (wahrscheinlich) reduzibel ist. Man sucht deshalb eine Transforma-
tionsmatrix, Q, die die Darstellung auf Diagonal-Blockform bringen kann:

D' =Q'DQ

D ist bekannt, D' soll weitgehend diagonal sein, Q und damit Q! wird gesucht.
Q hingt davon ab, welche Gruppe transformiert werden soll, im Falle von D, gilt:

12 1/2 12 1)2 1/2  1/2  1/2  1/2
0- 1/2 -1/2 172 -1/2 | 0l - 1/2 -1/2 -1/2 1)2
| 12 -1/2 -172 172 |’ |12 12 -1/2 -1)2

/2 1/2 -1/2 -1/2 1/2 -1/2 1/2 -1/2
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Die Transformation der D-Matrizen fiihrt zu:

1 0 00 10 0 O

01 0 0 00 -1 O
D'(E) = ; D'(Cy) =

0 010 01 0 O

0 00 1 0 0 0 -1

1 0 0 O 1 0 0 O

0 -1 0 O 0 0 1 O
D'(Cy) = ; D'(C)) =

(€2) 0 0 -1 0 (€4 0 -1 0 0

0 0 0 1 0 0 0 -1

10 0 O 1 0 0 O

01 0 O 0 -1 0 O
D!Ca= ,D’Cb:

) 0 0 -1 0 () 0 0 1 O

0 0 0 -1 0 0 0 -1

1 0 00 1 0 0 O

0 010 0 0 -1 0
DIcC: ;chd:

() 01 00 () 0 -1 0 O

0 00 1 0 0 0 1

In dieser Darstellung lassen sich die Elemente der ersten und letzten Zeilen und Spal-
ten von den beiden der Mittleren trennen:

E Cy C> c; cs b cq

aus Zeile 1 1 1 1 1 1 1 1 1
aus Zeile 4 1 -1 1 -1 -1 -1 1 1

. 10 0 -1 -1 0 01 10 -10 01 0 -1
ausdernite (5 9) (35) (5 %) (56) 65) (5 0) (o) (55)
Spuren: 2 0 -2 0 0 0 0 0

Zeile 1 entspricht I'1, Zeile 4 entspricht I';, und aus den Spuren (Charakteren) der Mitte
entsteht I's.

Dy|E C4 C C; C§ ¢b ¢§ ¢
nftr 1 1 1 1 1 1 1
Lt 1 1 1 -1 -1 -1 -1
{1t -1 1 -1 1 1 -1 -1
r, {1t -1 1 -1 -1 -1 1 1

Isf2 o -2 0 O O O O

Somit kann die Darstellung D als direkte Summe geschrieben werden:

D=Ielsel,

Die direkte Summe gibt an, dass die einzelnen Blécke auf der Diagonale aneinander
angereiht werden. Dieses Ergebnis ldsst sich mithilfe der Reduktionsformel (siehe Ka-
pitel 5.6) tiberpriifen.
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Um die fiinfte Darstellung zu finden, hdtten wir auch zwei Aussagen aus dem Or-
thogonalitdatstheorem nutzen kénnen, namlich Regel 3 und Regel 6. Der erste Satz
fiihrt zu y° (E) = 2. Der zweite Satz fiihrt dazu, dass y°(C;) = -2 sein muss. Alle ande-
ren Charaktere haben den Wert null:

I's 2 0 -2 0 0 0 O0 OO

Fassen wir die fiinf irreduziblen Darstellungen in eine Charaktertafel zusammen,
erhalten wir vollstandig (links) oder komprimiert (rechts):

Di|E € C € ¢& ¢b ¢ cd Dy |E 2C4 Cp 2C8 2C
hfr 11 1 1 1 1 1 T 1 1 1 1
f{tr 1 1 1 -1 -1 -1 -1 L1t 1 1 -1 -1
;{1 -11 -1 1 1 -1 -1 ;{1 -1 1 1 -1
r, {1 -1 1 -1 -1 -1 1 1 r, {1 -1 1 -1

rs{2 o0 =2 0 0 0 0 O rs{2 o -2 0 0

5.3 Die zyklischen Gruppen

Als Beispiel einer zyklischen Gruppe soll hier die Punktgruppe C5 betrachtet werden.
In zyklischen Gruppen bildet jedes Symmetrieelement eine Klasse fiir sich. Bei C3 mit
den Elementen E, C5 und C% (mit der Ordnung 3) resultieren somit drei irreduzible
Rassen. Die Konstruktion der Charaktertafel wird dadurch erschwert, dass die irredu-
ziblen Charaktere zum Teil imagindr sind. Diese imagindren Charaktere erscheinen
immer in Paaren von konjugiert-komplexen Zahlen. Der Charakter fiir C3 (bei einer
Drehung von ¢ = 27i/3) ist: x; = exp(2mi/3) = €. Bei C% wird diese Grof3e quadriert.
Bei E ist der Charakter 1. Die Charaktertafel nimmt somit folgende Form an:

¢ E C C3
rn 1 1 1
o 1 & ¢
I's 1 & ¢

wobei ausgenutzt wurde, dass | exp(27i/3)|? = exp(4mi/3) = exp(-27i/3).

In der Regel wird diese Form der Charaktertafel nicht gezeigt, stattdessen addiert
man I', und I'3 zu einer pseudo-zweidimensionalen Darstellung mit reellen Charak-
teren zusammen:

Cs E (s C%
A 1 1 1
E 2 -1 -1
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Hierbei wurde die Eulerformel fiir die Berechnung verwendet:

X:(C3) = € = exp(2mi/3) = cos(2m/3) + isin(2m/3) = -1/2 + iv3/2
Xr(C3) = £* = exp(-2mi/3) = cos(2m/3) - isin(2n/3) = ~1/2 - iV3/2

5.4 Die Gruppen linearer Molekiile und Atome

Die Gruppen der linearen Molekiile unterscheiden sich hauptsachlich durch die Fra-
ge, ob ein Inversionszentrum vorhanden ist (Do) oder nicht (Cooy). Die Gruppe der
Atome ist eine reine Rotationsgruppe (die Gruppe aller Drehungen), die Kugelgruppe
genannt und oft als R, (3) oder Ky, bezeichnet wird.

Coov besitzt eine Cy,-Achse und oo oy-Spiegelebenen. Beispiele sind: CO, OCS,
HCN. Dyh besitzt auch eine C.,-Achse, aber dazu auch eine S.,-Achse, ein Inversi-
onszentrum i und cooj-Ebenen und co C,-Achsen 1 C,,. Beispiele sind: O, N, CO,,
Csz.

Die Charaktertafeln sind:

Cov | E 2C% ... oooy

Aj=2t| 1 1 1

Ay=27| 1 1 oo -1

Ei=Il | 2 2cos¢p ... 0

E;=A 2 2cos2¢p ... 0

Es=d | 2 2cos3p ... 0
Don | E 2C5 ... coo; 1 284, ... oo,
zg 1 1 1 1 1 1
2 1 1 -1 1 1 |
IIg 2 2cosp ... 0] 2 -2cosep ... 0]
Ag 2 2cos2p ... 0] 2 2cos2¢p ... 0]
2 1 1 1 -1 -1 |
2 1 1 -1 -1 -1 1
II, 2 2cosp ... 0 -2 2cosep ...
Ay 2 2cos2¢p ... 0 -2 -2cos2¢p ... 0]

Die irreduziblen Darstellungen der Gruppe Kp werden mit '’ (j = 0,15, 1, 3/2,...)
bezeichnet.
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Die Charaktere sind:

sin(j+1/2)¢
X(J')((p) — sin(¢/2) p#0
2j+1 =0
In der Gruppe R3 kann j nur ganzzahlige Werte annehmen, und hier wird j in der
Regel durch [ oder L ersetzt. Die Bezeichnung der irreduziblen Darstellungen lauten
in diesem Fall: T©® = S, 1V = p, G) = D usw.

5.5 Systematik der Bezeichnungen bei den irreduziblen
Darstellungen

Bei der Rassenbezeichnung haben sich die Mulliken-Symbole (die eigentlich auf Plac-

zek zuriickgehen) durchgesetzt:

(i) Hauptsymbole: A, B, E, T (oder F), G, H, ...; sie geben die Dimension der Identi-
tatsmatrix (Entartungsgrad) und das Verhalten gegen die Hauptachse C, an.

(ii) Indizes: g, u, 1, 2und Hochzahlen: ', ", +, —; sie kennzeichnen das Verhalten bei
den Symmetrieoperationen i, oy, C; L C,, und oy.

Hauptsymbol:

A, B: eindimensionale Darstellungen

E: zweidimensionale Darstellungen

T(F): dreidimensionale Darstellungen

G: vierdimensionale Darstellungen

H: fiinfdimensionale Darstellungen

Indizierung der Hauptachse:

A: symmetrisches Verhalten gegen Cp; x; = 1

B: antisymmetrisches Verhalten gegen C,; x; = -1

Indizierung des Inversionszentrums:

g: symmetrisches Verhalten gegen i; y; = 1
u: antisymmetrisches Verhalten gegen i; x; = -1
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Indizierung der Horizontalebene:

'+ symmetrisches Verhalten gegen oy; y; = 1

""; antisymmetrisches Verhalten gegen o; y; = —1

Indizierung der zweizédhligen Nebenachsen (bzw. Vertikalebenen):

In D-Gruppen wird auch das Verhalten gegen C, L C, (oder o) wie folgt gekennzeich-
net:

1: symmetrisch gegen C, (oder oy); xi = 1

2: antisymmetrisch gegen C, (oder o); xi = -1

In einzelnen Punktgruppen tritt auch der Index 3 auf (z. B. D, D¢h, Deq), wahrend er
in anderen bei einzelnen Rassen fehlt (z. B. Eg in Op). Hier wird der Index als Zdhlzif-
fer verwendet (z. B. in D,: die erste Rasse B, die zweite Rasse B, die dritte Rasse B),
wahrend eine entsprechende Indizierung von Eg in Oy nicht erforderlich ist, da die
Rasse hier nun einmal auftritt.

Indizierung bei linearen Molekiilen:

In Dyon bzw. Cooy Wird das Verhalten gegen oy durch hochgestellte +/- Zeichen und
die Dimension der Darstellungen durch X, II, A usw. gekennzeichnet:

+: symmetrisch gegen oy; x; = 1

—: antisymmetrisch gegen oy; i = -1

5.6 Reduktionsformel

In der Praxis (besonders bei der Schwingungsspektroskopie) stellt man eine reduzible
Darstellung des Systems auf, mochte aber wissen, wie oft die verschiedenen irredu-
ziblen Darstellungen in der reduziblen enthalten sind. Fiir diese Berechnung braucht
man die Charaktere der reduziblen Darstellung sowie die Charaktere der irreduziblen
Darstellungen der entsprechenden Punktgruppe. Diese Uberlegung ist auch von Be-
deutung, wenn die internen Bewegungen (Schwingungen) von den externen Bewe-
gungen (Translation und Rotation) getrennt werden sollen.

Weil die reduzible Darstellung durch eine Ahnlichkeitstransformation in die di-
rekte Summe der irreduziblen Darstellungen umgewandelt werden kann (wobei die
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Spur unverindert bleibt), muss gelten:
n
X(R) =) cixi(R)
i

wobei das nicht induzierte y eine reduzible und das induzierte y; eine irreduzible Dar-
stellung symbolisiert. Aus diesem Zusammenhang lasst sich die Reduktionsformel ab-
leiten, indem auf beiden Seiten der Gleichung mit yx(R)* multipliziert und anschlie-
Bend iiber alle R summiert wird:

YR xkR)* =YY cixi(R) - xx(R)* = h - ck
R R i

weil bei der doppelten Summe gelten muss, dass alle Produkte O sind falls i # k. Iso-
liert man cy, erhalt man:

ck = (1/h) Y x(R) - xx(R)*
R
oder auf die Klassen bezogen (statt auf alle Symmetrieelemente):

ck = (1/h) Y cx(Ry) - k(R
j

wobei j {iber alle Klassen l&uft. Die j-te Klasse beinhaltet ¢; Operatoren R;.

Noch eine wichtige Regel soll in diesem Zusammenhang erwdhnt werden: Aus-
genommen der totalsymmetrischen Darstellung ist die Summe der Komponenten des
Darstellungsvektors O:

Y Xa®) =h-8a
R

Die Reduktionsformel gilt nicht fiir lineare Molekiile (h = c0).

Anwendungsbeispiel:

D, in der D'-Matrixdarstellung (Kapitel 5.2):

1000 100 0 1000 1000
o fo1oo0)y ., . foo-10) ., . fo-100)\ 5 [0OO0T10
DiEY=\ o105 D@I={g1 0 o |sDCI=|g o 10 |5 DC={0_200
0001 000 -1 00 01 00 0-1
Spur 4 0 0 0
100 0 1000 1000 1000
voa 0100\ 4y [0-100)\ e [0010) 4 [O00-10
D)=l oo-10 PPC={g 010 sP@=lg100])5 DEI=|g_190
00 0 -1 00 0-1 0001 00 01
Spur 0 0 2 2
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Dy |E 2C4 Cp 2C% 2CS
rnl{fr 1 1 1 1
rnlt 1 1 -1 -1
{1 -1 1 1 -1
r,|1 -1 1 -1 1
Is|{2 o -2 o0 o0

Die Reduktionsformel ist ein formales Werkzeug womit wir iiberpriifen koénnen, ob die
Zerlegung in Kapitel 5.2 korrekt war. cj (die Zahl der Elemente jeder Klasse) und y (der
Charakter der reduziblen Darstellung) dndern sich bei den verschiedenen irreduziblen
Darstellungen nicht und sind deshalb nur in der ersten Zeile gezeigt:

1/h ¢ X(R) Xi(R)*
c1=(1/8)[1-4-1+2-0-1+1-0-1+2-0-1 +2-2-1] =8/8=1
2 = (1/8)[ 1 1 1 -1 ~1] =0/8=0
5 = (1/8)[ 1 -1 1 1 ~1] =0/8=0
s = (1/8)[ 1 -1 1 -1 1] =8/8=1
cs = (1/8)[ 2 0 -2 0 0] =8/8=1

E Cs C; cé Cs

Die Symbole cj, x(R) und yi(R)* sind nicht zuféllig verteilt: c; gibt die erste Zahl des
Dreier-Produktes an (hier 1), die nur in der ersten Zeile erscheint. y(R) gibt die zweite
Zahl des Dreier-Produkts an (hier 0), die nur in der ersten Zeile erscheint. y;(R)* gibt
die dritte Zahl des Dreier-Produkts an, die in jeder Zeile erscheint. Um die Bezeich-
nungen auseinander zu halten, erscheint ¢; nur im ersten Dreier-Produkt, y(R) nur im
zweiten und x;(R)* nur im dritten.

Nach der Reduktionsformel ldsst sich somit die vierdimensionale Darstellung
schreiben als eine direkte Summe von I'y ® I'; ® I's in Ubereinstimmung mit der
vorherigen Berechnung.

Die irreduziblen Darstellungen einer bestimmten Gruppe sind eindeutig festge-
legt, wahrend eine reduzible Darstellung vom jeweils gewdhlten Modell abhdngt.

5.7 Umgang mit den Charaktertafeln

Die Multiplikation von Symmetrierassen (das direkte Produkt) wird erforderlich, wenn
man Kombinationen von mehreren Bewegungsformen auf ihre resultierenden Sym-
metrieeigenschaften untersuchen will. Mogliche Anwendungen sind Kombinations-
oder Oberschwingungen in der Schwingungsspektroskopie, sei es IR- oder Raman-
Spektroskopie, die Beschreibung von vibronischen Zustinden in der Elektronenan-
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regung/Schwingungsspektroskopie oder die resultierende Symmetrie, wenn mehrere
Orbitale nur teilweise besetzt sind.

Das direkte Produkt zweier Rassen ergibt eine neue Darstellung, die entweder ir-
reduzibel ist oder reduziert werden muss; mit anderen Worten: eine reduzible Darstel-
lung muss als direkte Summe von irreduziblen Darstellungen geschrieben werden.

5.7.1 Produkte von nicht entarteten Rassen

Die Charaktere derselben Symmetrieklasse werden mit einander multipliziert. Das Er-
gebnis muss wieder in der Charaktertafel zu finden sein (Abgeschlossenheit).

Beispiel: Die Punktgruppe C,y mit den Elementen {E, C, 0xz, 0y;} und die Cha-
raktertafel:

Cxv E C 0y 0y

Aq 1 1 1 1

Ay 1 1 -1 -1

B, 1 -1 1 -1

B, 1 -1 -1 1
AyxB; 1 -1 -1 1 =B,
BixB, 1 1 -1 -1 =A4A,

5.7.2 Rechenregeln

(1) Das Quadrat von nicht entarteten Rassen ist totalsymmetrisch:

A1><A1=A1; leBl=A1
(2) BeiMultiplikation mit der totalsymmetrischen Rasse bleibt die urspriingliche Ras-

se erhalten:

Bl><A1=Bl; A1><Bz=Bz

(3) Bei Rassen mit Indizes g bzw. u gilt:
gxg=g; uxu=g; gxu=u
(4) Bei Rassen mit Hochzahlen (') bzw. (') gilt:
Ox"=0; Mx(M=0); Ox(M=
(5) Bei Rassen mit Indizes 1 bzw. 2 gilt:
I1x1=1; 2x2=1; 1x2=2x1=2

Ausnahme: Dyy (zyklische Vertauschung):

1x2=3; 2x3=1; 3x1=2
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5.7.3 Produkte von nicht entarteten und entarteten Rassen

Die Dimension der entarteten Rassen bleibt erhalten.
Beispiel: Die Punktgruppe D3 mit den Elementen {E, C3, C,} und die Charakter-
tafel:

D3 E 2C3 3G

Aq 1 1 1

A, 1 1 -1

E 2 -1
AixE |2 -1 =E
AyxE |2 -1 =E

5.7.4 Produkte von entarteten Rassen

Manchmal ldsst ein Blick auf die Charaktertafel die Zusammensetzung einer redu-
ziblen Darstellung aus den irreduziblen schnell erkennen; in Zweifelsfillen fiihrt die
Anwendung der Reduktionsformel zu einer Zerlegung in die irreduziblen Darstellun-
gen.

Beispiel 1. Die Punktgruppe D;. Symmetrieelemente und Charaktertafel stehen in
6.6.3
ExE 4 1 0

Die Anwendung der Reduktionsformel ergibt:
c(A;)=(1/6)(1-1-4+2-1-1+3-1-0)=1

c(4)=(1/6)(1 1 4+2 1 1-3 1 0)=1
cE)=(1/6)1 2 4-2 1 1+3 0 0)=1

somit gilt:
ExE=A1+A,+E
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Beispiel 2. Die Punktgruppe D¢, mit den Elementen {E, C¢, C3, C2, C5, Ch, i, S3, S,
Oh, 04, Oy}. Die Charaktertafel lautet:

Den |E 2C6 2C5 C 3C, 3CY i 2S5 2S¢ 0n 304 30y
Ag |11 11 1 11 1 11 1 1
Ay |1 1 11 -1 -11 1 1 1 -1 -1
Bg |1 -1 1-1 1 -1 1 -1 1-1 1 -1
By 1 -1 1-1 -1 1 1 -1 1-1 -1
Eig |2 1 -1-1 02 1-1-2 0 O
Eyy |2 -1 -1 2 02 -1 -1 2

Ay |1 1 11 1-1 -1 -1-1 -1 -1
Ay |1 1 11 -1 -1-1 -1 -1-1 1 1
B |1 -1 1-1 1 -1-1 1 -1 1 -1 1
By 1 -1 1-1 -1 1-1 1 -1 1 1 -1
Eiw (2 1 -1 2 0-2 -1 12 0 O
Ey (2 -1 -1 2 0-2 1 1-2 0 O
ExgxEp|4 1 1 4 0-4 -1 -1-4 0 O0=A+Ay+Ey

Beispiel 3. Die Punktgruppe Tq mit den Symmetrieelementen {E, C3, C5, S4, 04}. Die
Charaktertafel lautet:

Tq E 8C3 3C, 6S, 60yd
Aq 1 1 1 1 1
A, 1 1 -1 -1
E 2 -1 2 0 0
T 3 -1 -1
T, 3 -1 -1 1
A1 x A 1 1 -1 -1 =4,
A xE 2 -1 2 0 0 =E
Ti1xT> 9 1 -1 -1 =A+E+T1+T1,
Ay xExTy | 6 -2 0 0 =T1+T,
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Da A, x E = E ergibt, ist das letzte Produkt leicht zu iiberpriifen. Das vorletzte
Produkt wird dagegen ausreduziert:

c(A1)=(1/24)(1-1-9+8-1-0+3-1-1+46-1-(-1)+6-1-(-1)) =0
c(A2) =(1/24)( 1 1 1 -1 -1 =1

c(E)=(1/24)( 2 -1 2 0 0 =1
c(Ty) = @1/26)(C 3 0 -1 1 1D =1
c(T2) = (/24 3 0 -1 ) . )=1

wobei die Zahl der Elemente jeder Klasse und die Charaktere der reduziblen Darstel-
lung nur in der ersten Zeile geschrieben werden.

5.8 Ubungsaufgaben

1. Konstruieren Sie die Charakterentafel der Punktgruppe D5y,

2. Warum tritt in der Punktgruppe D, entgegen der Definition nach Mulliken der
Index 3 auf?

3. Warum werden in der Punktgruppe Oy, die Rassen Eg und Ey nicht hinsichtlich
der zweizdhligen Nebenachsen indiziert?

4. Uberfiihren Sie vermittels der Reduktionsformel folgende reduzible Darstellun-
gen in die irreduziblen Darstellungen:

311-1 D,
422 0 Cy
412 Csy
420 2 Cu

5. Bilden Sie folgende direkte Produkte:

By xE  (D2q)
Eg x Ey  (D3q)
T1 X T2 (O)

6. Berechnen Sie die Rassen folgender Symmetrieerniedrigungen:

Cov — G
Cov — Cs
De¢nh — Don



