4 Darstellung von Gruppen

4.1 Vektoren und Matrizen

Nach der Definition und Beschreibung von Punktgruppen stellt sich die Frage, wie
man mit der Bewegung der einzelnen Teile eines Molekiils umgehen kann. Hiervon
betroffen sind Translationen, Rotationen und Schwingungen der Kerne sowie die Or-
bitale der Elektronen. Es geht um Eigenschaften von Zustdnden und um die Wechsel-
wirkung zwischen ihnen.

4.1.1 Vektorielle Darstellung von Bewegungen

Ein einzelnes Atom kann sich im dreidimensionalen Raum frei bewegen. Man kann
diese Bewegung (Translation) in drei Richtungen auffassen (entlang den drei Achsen
des raumfesten Koordinatensystems). Somit hat ein Atom drei Freiheitsgrade (FG). Ein
Ensemble von N Atomen hat 3N Freiheitsgrade, wobei einige FG die Gesamtbewegung
des Ensembles beschreiben, wiahrend andere fiir die relative Bewegung der Teilchen
untereinander verantwortlich sind.

Bei Molekiilen konnen sich die Atome nicht mehr unabhingig voneinander be-
wegen. Die Gesamtzahl der FG bleibt 3N, aber die Bewegungsformen miissen jetzt
konsequent unterschieden werden. Das Molekiil als Einheit kann drei Translations-
bewegungen durchfiihren und im Prinzip drei Rotationen um Achsen durch den Mas-
senschwerpunkt des Molekiils. Nur bei linearen Molekiilen gibt es keine Rotation um
die eigene Achse, und somit nur insgesamt zwei Rotationen. Die {ibrigen Bewegungen
stellen relative Bewegungen der einzelnen Atome des Molekiils dar; man bezeichnet
sie als Schwingungsfreiheitsgrade.

Es gilt:
Nicht lineare Molekiile: 3N - 6 Schwingungsfreiheitsgrade
Lineare Molekiile: 3N - 5 Schwingungsfreiheitsgrade
z
y
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X Abb. 4.1. Translations- und Rotationsbewegungen.
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v Abb. 4.2. Die Wirkungen der Symmetrieoperationen von Cp
{E, C3, on, i} auf einen Vektor v(x, y, z).

<

Tab. 4.1. Tabelle 4.1 Die Wirkungen der Symmetrieoperationen von Cyh {E, C2, o, i} auf einen Vek-

torv(x,y, z).
Symmetrieoperation Transformation Transformationsmatrix
X 1 0 O
E Exv=|y 0 1 0
z 0o 0 1
-X -1 0 O
Cy Cz(z)xz=<—y ( 0o -1 0
z 0 0o 1
1 0 0
oh ah(xy)><1=< y <O 1 0
-z 0o 0 -1
X -1 0 0
i ixv=—|vy 0o -1 0
z 0 0o -1

Samtliche Freiheitsgrade lassen sich als Vektoren darstellen, also als gerichtete
Groflen, die hier durch Unterstreichung gekennzeichnet sind.
Bei Anwendung von Symmetrieoperatoren auf einem Vektor kann er
(i) nach Betrag und Richtung erhalten bleiben (symmetrisches Verhalten);
(ii) den Betrag behalten, die Richtung aber umkehren (antisymmetrisches Verhal-
ten);
(iii) den Betrag behalten, die Richtung aber dndern (asymmetrisches Verhalten).

Fall (i) und (ii) sollen an den folgenden Beispielen der Spiegelung und C,-Drehung
verdeutlicht werden. Siehe Abbildung 4.2 bzw. Tabelle 4.1:
Die Abbildung verdeutlicht, dass die Symmetrieelemente als Operatoren aufge-

fasst werden kénnen:

0) ,
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(i) V=oxy=(-1)-v

Bei der Symmetrieoperation i gilt: v/ =i x v = (-1) - v.

Der Faktor in Klammern beschreibt die Wirkung der Symmetrieoperationen auf
jeden Vektor v. Jedes Symmetrieelement kann daher allgemein als Operator beschrie-
ben werden. Die Operatoren ihrerseits lassen sich als Matrizen darstellen.

4.1.2 Matrizendarstellung

Eine Matrix ist eine (passive) Sammlung von Elementen (Zahlen), die in Zeilen und
Spalten angeordnet sind. Hier soll kurz auf die Rechenregeln quadratischer Matri-
zen eingegangen werden. Wir betrachten eine Matrix A mit den allgemeinen Elemen-
ten (ai,-)

aix Aapx a3 ... Qin
azi Az 4azz ... dn
A= asip asz d4sz ... asn
ap1 Aan2 AQn3 ... Qnn

Matrizen kénnen mit Vektoren oder mit anderen Matrizen multipliziert werden.
Die Multiplikation eines Vektors mit einer Matrix ergibt einen Vektor:

A-v=u oder (aj)-vj=u;

Die Komponenten des Produktvektors u lauten:
n
Ui = Zai,--v,-:ail-v1+a,~2-vz+---+ain-vn
j=1

Auch ein Vektor kann als Matrix aufgefasst werden, dann allerdings als Spalten-
matrix.

Bei der Matrixmultiplikation werden die Elemente der linken Matrix der Reihe
nach mit den Elementen der rechten Matrix der Spalte nach multipliziert (Reihe x Spal-
te).

Zwei Beispiele, Matrix mal Vektor und danach Matrix mal Matrix, sollen das Vor-
gehen veranschaulichen:

ap; a2 ais Vi ai1vy +apva +azvs Vi
!
azp dzy azsz |-| V2 | =| axVi+dazva+taxvy | =\ V,
!
as; dsy ass V3 asi1vi +aszva +Aassvs V3

n
oder (ajj)-v oder Ay = Z aijvi =V
j=1
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apy a2 ais bi1 b1 b3 Ci1 C12 C13
a1 ax ax |-| bar b by3 |=| ca €22 €3
asy das dss bs1 b3y b33 €31 €32 €33

oder (aj) - (bjx) = (cix) oder AB =C

Hier ist beispielsweise: ¢11 = a11b11 + a12b21 + a13bss.
Die Matrixmultiplikation ist assoziativ aber im Allgemeinen nicht kommutativ.
Das Produkt von zwei Diagonalmatrizen (alle Elemente aufierhalb der Diagonale
sind 0) ist wieder eine Diagonalmatrix. Jedes Diagonalelement der Produktmatrix ist
das Produkt der beiden entsprechenden Diagonalelemente der zu multiplizierenden
Matrizen:

a 0 0 ... 0 a 0 0 ... 0 aia, O o ... 0
0O by 0 ... 0 0O b, 0 ... 0 0O bib, O ... O
0 0cg... 0 0 0 c¢c;... 0 0 0 c¢cic; ... O
0O 0 0 ... 2zg 0 0 0 ... 2 0 0 0 ...12»

Das Produkt von zwei Blockdiagonalmatrizen d. h., von Matrizen mit Untermatrizen
quadratischer Form auf der Diagonalen und sonst Nullen, ist wieder eine Blockdiago-
nalmatrix derselben Form:

1 23 00O 2 00 0 0O 4 3 7 0 0 O
321000 102 000 8 150 0 O
012 00O 011000 _ 12 40 0 O
0 00 2 30 0 000 20 - 0 0 0 3 10 O
0 00120 0 001260 0002 6 O
0 00 0 01 0 000 0 3 0 0 0O O0 3

4.2 Symmetrieoperationen

Die Symmetrieoperationen transformieren Vektoren von einem Koordinatensystem in
ein anderes.

Ein Beispiel zeigte die Anwendung der Operatoren der Punktgruppe Coy, (E, i, on
und C,(z)) auf einen Vektor v(x, y, z) in Abbildung 4.2.

4.2.1 Allgemeine Ableitung der Matrix fiir beliebige Drehungen, C,, um die z-Achse

Der Vektor v mit der Lange r besitzt die Koordinaten

X1 =rcosa, yij=rsina, 2z
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Abb. 4.3. Abbildung eines Vektors.

Nach einer Drehung um den Winkel ¢ = 271/n resultiert der Vektor v’ mit den (neuen)
Koordinaten
xy=rcos(a+ ), yx=rsin(a+¢), z=2z1

Durch Umformen mit den trigonometrischen Formeln

cos(a+ @) =cosa-cos@ —sina -sing

sin(a + @) = cosa -sin¢ +sina - cos ¢
erhidlt man schlieflich

Xy =TCOSQACOS —rsinasing = x; cos¢@ —y;sing

y2 =rcosasing + rsin a cos @ = x; sin @ + y1 cos ¢

oder in Matrixschreibweise

cosgp -—-sing O X1 X2
Cov=|sing cosgp O |-|y1|=|y2] bzw Apv=V
0 0 1 Z1 V4]

Die Matrix A, stellt die Drehung C,, um den Winkel ¢ = 27/n dar und wird Rota-
tionsmatrix genannt; die Spur hat den Wert: 2 cos ¢ + 1.
Fiir das Beispiel C,y, gibt es insgesamt folgenden Transformationsmatrizen:

100 100 -1 0 0 -1 0 O
E={010]; onh=101 0 |; Co=( 0 -10]}; i=( 0 -1 O
001 00 -1 0 01 0 0 -1

Die Giiltigkeit der Gruppenaxiome ldsst sich durch eine Multiplikationstabelle der
Matrizen belegen. Hier soll das Prinzip der Abgeschlossenheit und das Vorliegen je-
weils inverser Elemente exemplarisch an zwei Beispielen gezeigt werden.

Die Multiplikationstabelle fiir Cy, (in den Symmetrieelementen) lautet:

Ch| E C, on i
E E C, on i
C, |C, E i on
oh |onh 1 E Cy

i i Oh Cz E




40 =— 4 Darstellungvon Gruppen

Beispiel 1(C; x oy, = i).

-1 0 O 1 0 O -1 0 0
0O -1 0oJ]x{o 1 O =10 -1 O
0 0 1 0O 0 -1 0 0 1
Beispiel 2 (C; x C; = E).
-1 0 O -1 0 0 1 0 O
0 -1 0 |x 0O -1 0)={0 1 O
0 0 1 0O 0 1 0 0 1

Es wurden hier gewissermaflen Operatoren durch ihre Operationsmatrizen ersetzt —
oder genauer gesagt: Es wurde eine Darstellung der Operatoren in einer Basis e gefun-
den. Es wurde auch exemplarisch angedeutet (aber nicht bewiesen), dass Matrizen,
die Operatoren darstellen, die Gruppenaxiome erfiillen. Somit konnen alle gruppen-
theoretischen Uberlegungen, die iiber die Operatoren angestellt wurden, direkt auf die
Matrizen iibertragen werden. Diese Darstellungsmdoglichkeit beschrankt sich nicht auf
den dreidimensionalen Raum, sondern ldsst sich ohne weiteres auf den n-dimensio-
nalen Raum erweitern, wobei die Matrixschreibweise besonders zu Geltung kommt.

Es wurde schon gezeigt, dass ein Vektor durch eine (lineare) Transformation aus
einem anderen Vektor entstehen kann:

u=Ry

Was passiert, wenn sowohl v und u mit derselben Transformationsmatrix S transfor-

miert werden?

u'=Su v'=Sv

Wie lautet der Zusammenhang zwischen u’ und v'?

'=Su=SRy SV =S81Sy=v
! SRs—IKI

= I=
Il

Bei dieser Transformation st63t man somit auf das zu R konjugierte Gruppenelement
und kann sogleich mit Klassenbildung beginnen.

Die Spur (der Charakter) einer Matrix dndert sich bei einer unitiren Transformati-
on nicht. Die Spuren von konjugierten Elementen sind identisch. Somit stellt die Spur
ein Charakteristikum fiir Elemente derselben Klasse dar.

4.2.2 Drei Typen von Umorientierungsmatrizen

Die raumliche Umorientierung von Molekiilen hat meist einen Tausch von Atomlagen,
der durch sog. Permutationsmatrizen beschrieben wird, zur Folge. Immer tritt hier-
bei eine Anderung der Atomkoordinaten ein, die sich durch sog. Operationsmatrizen
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0 E o} G, o}
1 3 1 3 3 1
E.V/ N;‘v'
0 0
3 1 1 3

Abb. 4.4. Symmetrieoperationen am H,0-Molekiil.

darstellen ldsst. Die Zusammenfiihrung beider Matrizentypen zu Transformationsma-
trizen ergibt die vollstandige Beschreibung der Symmetrieoperation eines Molekiils
definierter Atomverkniipfung und Punktgruppensymmetrie.

4.2.3 Permutationsmatrizen
Man wendet samtliche Symmetrieoperationen der Punktgruppe auf das n-atomige
Molekiil an:

Beispiel. Das H,0-Molekiil der Punktgruppe Cay (E, C2, 0y, 0y). Die grafischen Dar-
stellungen der Symmetrieoperationen sind in Abbildung 4.4 beschrieben.

Die analytische Auswertung mit Spaltenmatrizen (Vektoren) ergibt:

1 1 1 0 O
El2]=1]2 AE)=1 0 1 O
3 3 0O 0 1

1 3 0O 0 1
Cl2]|=12 A(C)=10 1 0
3 1 1 0 O

1 3 0O 0 1

oyl 2 |=1 2 A(oy) =1 0 1 O
3 1 1 0 O

1 1 1 0 O
ov| 2 |=1( 2 A(oy)=1 0 1 O
3 3 0O 0 1

Die Matrizen haben dieselben Eigenschaften wie die Symmetrieelemente; hier ist
beispielhaft das Produkt von C;, und oy, gezeigt:

Cy x 0oy =0y

= O O
o - O
S O B
= O O
o - O
S O B
Il
S O B
o - O
= O O
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Die Zahl der zur Beschreibung des Platzwechsels erforderlichen Permutationsmatri-
zen entspricht der Gruppenordnung h der zugehérigen Punktgruppe, ihre Dimension
(Zahl der Zeilen bzw. Spalten) der Atomzahl.

4.2.4 Operationsmatrizen

In jedes Atom eines n-atomigen Molekiils wird ein kartesisches Koordinatensystem
gelegt; anschlieflend werden alle Symmetrieoperationen der Punktgruppe durchge-
fiihrt. Hier sollen die Wirkung der Operatoren auf den Einheitsvektoren des Koordina-
tensystems anhand von der Gruppe Cyy, (E, C,, o, i) gezeigt werden:

X X 1 0 O

Ely |=|y AE)Y={ 0 1 O
z z 0 0 1
X -X -1 0 O

Ily |=| -y A@)=1 0 -1 O
z -z 0 0o -1
X X 1 0 O

only |={ VY A(on)=({0 1 © Onh = Oxy
z -z 0 0 -1
X -X -1 0 O

CGly |=| -y A(C)=1 0 -1 0 C =Ci(2)
z z 0 0o 1

Zwei instruktive Beispiele fiir die Multiplikation von Symmetrieelementen und
deren Matrixdarstellungen wurden in Kapitel 4.2.1 schon gezeigt. Beachten Sie bitte
die Spuren dieser Matrizen: Spur(A(E)) = 3, Spur(A(i)) = -3, Spur(A(oy)) = 1 und
Spur(Cy)) = -1.

Aus der Rotationsmatrix (Kapitel 4.2.1) lassen sich sdmtliche Operationsmatrizen
beliebiger Drehwinkel einschliefilich ¢ = 0 (C; bzw. E) entwickeln. Zur Ableitung
der Drehspiegelmatrizen S,, einschliellich ihrer Sonderfdlle S; (¢ = 0,0) und S,
(p = 180°, i), wird die allgemeine Drehspiegelmatrix als Produkt der Rotationsmatrix
und der Spiegelmatrix der hierzu orthogonalen Spiegelebene berechnet:

cosp -—sing O 1 0 O cosp -—singp O
sinp cosgp O 0 1 O |=(sing cosp O
0 0 1 0 0 -1 0 0 -1

Rotationsmatrix Cy(z) Spiegelmatrix oy, Drehspiegelmatrix Sy(z)

Die Spur der Drehspiegelmatrix ist 2 cos ¢ — 1.
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Durch Einsetzen der zugehérigen Winkelwerte sind die Drehspiegelmatrizen be-
liebiger Drehwinkel zugénglich. Tatsdchlich entspricht das Resultat fiir ¢ = 0 (cos ¢ =
1) und ¢ = 180° (cos ¢ = —1) den Operationsmatrizen fiir oy, und i. Operationsma-
trizen sind fiir die jeweilige Operation charakteristische Gro6f3en, unabhéngig von den
jeweils konkreten Punktgruppen.

Ein Wechsel der Koordinaten fiir 0 und C, dndert lediglich die Abfolge der Zah-
lenwerte auf der Diagonale. Die Spur bleibt unverdndert. Es gilt:

1 0 O -1 0 O

Ox=| 0 -1 O Oyz = 0O 1 O
0O 0 1 0O 0 1

1 0 O -1 0 O
Gx)={0 -1 0 Gy)={ 0 1 0
0O 0 -1 0O 0 -1

Die Beschreibung der Koordinatenwechsel des Wassers befindet sich als Beispiel in
Kapitel 4.2.3.

4.2.5 Transformationsmatrizen

Zur vollstandigen Beschreibung des Bewegungsvorgangs, d.h. sowohl die durch
Platztausch wie durch Koordinatenwechsel bewirkten Resultate, werden Permutati-
ons- wie Operationsmatrizen in Transformationsmatrizen iiberfiihrt. Hierbei nehmen
die der Umorientierung des Molekiils zugeh6rigen Operationsmatrizen als Unterma-
trizen die Positionen der Zahlenwerte 1 in den Permutationsmatrizen ein. Die Zahl
der Transformationsmatrizen eines Molekiils entspricht folglich wiederum der Grup-
penordnung h der entsprechenden Punktgruppe. Die Dimension der Matrizen, d. h.
die Anzahl ihrer Zeilen und Spalten, entspricht 3N (N = Zahl der Atome im Molekiil).
Das Beispiel des Wassermolekiils H,O (Punktgruppe C,y) ergibt folglich vier Trans-
formationsmatrizen der jeweiligen Zeilen- und Spaltenzahl 9:
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0 000O0OO1 OO -100 0 00 0 OO
0 000O0OOO0-10 010000 O0OO
0 000OOO0O0OT1 001 0O00O0OO
0001 00O0O0O 0 00-100 0 OO
Oy = 00 00-10002O0 Oy = 000 010 O0O0O
0 000OT1TO0TCO0O 000 0OO1 O OO
1 0000 O0O0OTO 000 O0OO0OO0O-100
0-100 0 00 O O 000 0O0OO0OO0OT10O0
00 10000O0O 000 000 O0OOI1

Auf das Problem der Darstellung von Punktgruppen unendlicher Gruppenordnung
(Coov und Do) wird an anderer Stelle eingegangen.

4.3 Ermittlung der Charaktere unter Verwendung der
cos ¢-Formeln

An Stelle der zeitaufwendigen Konstruktion der Transformationsmatrizen tritt in der

Praxis die direkte Ermittlung der reduziblen Charaktere durch die sog. cos ¢-Formeln.

Als Begriindung fiir diese die Genauigkeit der Aussage nicht beeintrachtigenden Ver-

einfachung gilt, dass:

(a) sich die Beitrdge platzwechselnder Atome durch die Operation sowohl hinsicht-
lich des Platztausches wie auch des Koordinatenwechsels ausgleichen;

(b) die Abfolge der Zahlenwerte auf den Hauptdiagonalen der Operationsmatrizen
wegen der willkiirlichen Festlegung der Koordinaten x, y, z unerheblich ist.

Die fiir die Ermittlung der Bewegungskoordinaten relevante Aussage der Transforma-
tionsmatrizen ldsst sich folglich durch die Bildung der Summe der Diagonalelemente
darstellen, welche die Beitrage der lagekonstanten Atome beinhalten. Zu ihrer Ermitt-
lung ist die Konstruktion der Transformationsmatrizen entbehrlich (zur Beschreibung
der Bewegungskoordinaten des Benzolmolekiils, C¢Hg, Punktgruppe Dgy, ist der Auf-
bau von 24 Transformationsmatrizen mit jeweils 3N = 36 Zeilen und Spalten erfor-
derlich). Die Berechnung dieser, wie zuvor erwédhnt, als reduzibler Charakter y; be-
zeichneten Diagonalsumme (Spur) erfolgt unter Verwendung der Charaktere der zuvor
abgeleiteten Rotationsmatrix bzw. Drehspiegelmatrix nach folgenden Gleichungen:

Cy, (einschliellich E): y = N(2cos ¢ + 1) N ist die Zahl der lagekonstanten Atome
Sy (einschl. cund i): y = N(2cos ¢ - 1)
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Die Werte der Winkelfunktionen hdufiger Symmetrieoperationen sind nachfol-
gend angegeben:

Symmetrie- ¢  2cosp+1 Symmetrie- ¢ 2cosp -1
operation operation
C1 0° 3 Si(=0) 0° 1
C 180° -1 Sy(=1) 180° -3
Cs 120° 0] S3 120° -2
Cy 90° 1 Sy 90° -1
Ce 60° 2 Se 60° 0

4.4 Ubungsaufgaben

1. Berechnen Sie folgende Produkte:

1 2 3 3 21 3 3 3 2 1 2 6 1 O 2 4 6
4 5 6 x 6 5 4 4 4 4 x 1 0 1 7 0 4x0 51
7 8 9 9 8 7 2 1 0 1 2 1 8 2 3 1 2 7

2. Erkldren Sie die Begriffe Operationsmatrix, Permutationsmatrix und Transforma-
tionsmatrix.

3. Geben Sie die Operationsmatrizen der Operationen C;(y), Ca(z), Ox; und 0y, an.

4.  Entwerfen Sie die Permutationsmatrizen des Molekiils CH,Cl,.

5. Entwerfen Sie die Transformationsmatrizen des Molekiils H, 0.






