
3 Theorie der Punktgruppen

Grundlage für die Anwendung der Symmetrieelemente aus Kapitel 2 zu Aussagen
über bestimmte Moleküleigenschaften ist die Gruppentheorie. Weil aber die Gesamt-
heit aller Symmetrieoperationen eines Moleküls wenigstens einen Punkt im Raum
unverändert lässt, durch den alle Symmetrieelemente verlaufen, spricht man hier
von Punktgruppen. Jedes Molekül lässt sich einer Punktgruppe zuordnen. Den unter-
schiedlichen Symmetrieelementen der Moleküle entsprechen hierbei unterschiedli-
che Punktgruppen.

3.1 Gruppentheorie

Eine Gruppe enthält eine endliche oder unendliche Menge von Operationen, die be-
stimmte Bedingungen erfüllen. Diese Operationen bilden die Elemente einer Gruppe.
Hierzu müssen folgende Voraussetzungen (Axiome) erfüllt sein:

3.1.1 Gruppenaxiome

(0) Es besteht ein Verknüpfungsgesetz, ×, das Produkt genannt wird (nicht notwen-
digerweise identisch mit der Rechenoperation Multiplikation).

(1) Es gilt das Gesetz der Abgeschlossenheit, jedes Produkt zweier Elemente oder das
Produkt eines Elements mit sich selbst ist wieder ein Element der Gruppe.

(2) Es gilt das Assoziativgesetz. Das Produkt von Operatoren ist assoziativ, d. h., Ope-
rationen können beliebig zusammengefasst werden, solange die Reihenfolge er-
halten bleibt. Das Produkt dreier Elemente A, B, C ist unabhängig davon, ob man
das Produkt A × B mit C oder A mit dem Produkt B × C bildet.

(3) Die Menge besitzt ein Einselement E mit folgenden Eigenschaften:
E × A = A × E = A.

(4) Jedes Element derMenge besitzt ein inversesElement. DasProdukt eines Elements
(Operators) mit seinem Inversen ergibt die Identität.

Die Erfüllung der Axiome (1) bis (4) besagt, dass die Operatoren eine Gruppe bilden.
Die Erfüllung eines fünften Axioms (5), das Kommutativgesetz, ist keine Bedin-

gung dafür, dass die Elemente eine Gruppe bilden, kann aber sehr nützlich für die
Analyse eines Problems sein.Man redet in demFall von einer kommutativen oder abel-
schen Gruppe:
(5) Es gilt das Kommutativgesetz. Die Reihenfolge von Operatoren spielt keine Rolle

für den Wert eines Produkts.
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Bei nicht abelschenGruppenmuss aber die Reihenfolge der Elemente bei der Produkt-
bildung unbedingt eingehalten werden.

Bei Operatoren sind Produkte von rechts nach links zu lesen, d. h., bei A × B ist
zuerst B und danach A auszuführen.

Beispiele für allgemein bekannte Gruppen sind:
(1) DieMengealler ganzenpositivenundnegativenZahlen (einschließlich0)mit dem

Verknüpfungsgesetz ADDITION. 0 ist das Einselement. Das inverse Element zu A
ist −A. Die Gruppe ist unendlich, aber abzählbar. Die Gruppe ist abelsch.

(2) Die Menge aller reellen Zahlen außer 0 mit dem Verknüpfungsgesetz MULTIPLI-
KATION. 1 ist das Einselement. Das inverse Element zu A ist 1/A. Die Gruppe ist
unendlich und kontinuierlich (eine Lie-Gruppe). Die Gruppe ist abelsch.

3.1.2 Ordnung der Gruppe

Man versteht unter Ordnung h der Gruppe H die Anzahl der Elemente dieser Gruppe.
Die kleinste Gruppe überhaupt besteht aus einemElement, E. Es ist in diesemFall

sehr leicht einzusehen, dass die Gruppenaxiome erfüllt sind. Diese Gruppe ist eine
zyklische Gruppe, C1.

Oft möchte man bildlich darstellen, dass die Gruppe abgeschlossen ist; dies lässt
sich sehr bequem über eineMultiplikationstabelle bewerkstelligen:
(1) Reihenfolge A × B: Spalte × Zeile.
(2) Das erste Element in der Spalte bzw. Zeile ist E, somit stimmen erste Spalte und

erste Zeile mit Eingangsspalte bzw. Eingangszeile überein.
(3) Jedes Element ist in jeder Zeile und in jeder Spalte nur einmal vorhanden.
(4) Die Einselemente liegen symmetrisch zur Hauptdiagonalen (gegebenenfalls auf

ihr).
(5) Bei einer abelschen Gruppe sind die Elemente symmetrisch zur Hauptdiagonalen

angeordnet.

Als Beispiele sind eine (allgemeine) Gruppe, H (wobei z. B. A×B auch ein Element der
Gruppe ist), sowie eine zyklische Gruppe C4 gezeigt.

G E A B C

E E A B C

A A A × A A × B A × C

B B B × A B × B B × C

C C C × A C × B C × C

C4 E C4 C2 C34

E E C4 C2 C34

C4 C4 C2 C34 E

C2 C2 C34 E C4

C34 C34 E C4 C2
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3.1.3 Zyklische Gruppen

ZyklischeGruppen sind abelscheGruppen, derenOperationennur aus Potenzen eines
einzigen Elements bestehen. Ein Beispiel ist C4. Weil die Rotationen alle um dieselbe
Achse stattfinden, sind alle Operatoren vertauschbar.

3.1.4 Untergruppen

Ein Blick auf die Multiplikationstabelle (z. B. C4) zeigt, dass einige Elemente sich so
verhalten, dass sie unter sich abgeschlossen sind; sie bilden unter sich eine Gruppe
(da alle anderen Axiome ohnehin erfüllt sind), man spricht von einer Untergruppe.
Von den Untergruppen gibt es immer zwei, die trivial oder uneigentlich sind: {E} und{H}. Es gibt aber oft auch eigentliche Untergruppen. In C4 würden E und C2 eine sol-
cheUntergruppe bilden. Die Ordnung der Gesamtgruppe ist 4, die Ordnung der Unter-
gruppe {E, C2} ist 2. Es gibt eine allgemeingültige Gesetzmäßigkeit nach der die Ord-
nung einer eigentlichen Untergruppe ein echter Teiler der Gesamtgruppenordnung
sein muss. Das Verhältnis zwischen Ordnung der Untergruppen und der Ordnung der
gesamten Gruppe wird Index genannt. Hat die Gruppe H die Ordnung h und die dazu-
gehörige Untergruppe G die Ordnung g, ist der Index:

I = h/g
Schauen wir als Beispiel die Gruppe D4 : {E, C4, C2, C34, Ca2 , Cb2, Cc2, Cd2} an:

Die Multiplikationstabelle sieht folgendermaßen aus:

3

4

b

dac

2

1

D4 E C4 C2 C34 Ca2 Cb2 Cc2 Cd2
E E C4 C2 C34 Ca2 Cb2 Cc2 Cd2
C4 C4 C2 C34 E Cc2 Cd2 Cb2 Ca2
C2 C2 C34 E C4 Cb2 Ca2 Cd2 Cc2
C34 C34 E C4 C2 Cd2 Cc2 Ca2 Cb2
Ca2 Ca2 Cd2 Cb2 Cc2 E C2 C34 C4
Cb2 Cb2 Cc2 Ca2 Cd2 C2 E C4 C34
Cc2 Cc2 Ca2 Cd2 Cb2 C4 C34 E C2
Cd2 Cd2 Cb2 Cc2 Ca2 C34 C4 C2 E
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Bei der Gruppe D4 gibt es folgende Untergruppen:{E} (uneigentliche Untergruppe){E, C2}{E, C4, C2, C34}{E, Ca2}{E, Cb2}{E, Cc2}{E, Cd2}{E, C4, C2, C34, Ca2 , Cb2, Cc2, Cd2} (uneigentliche Untergruppe)

Die Einteilung von Elementen einer Gruppe in Untergruppen ergibt möglicher-
weise Überschneidungen, da ein Element mehreren Untergruppen angehören kann.
E gehört z. B. jeder Untergruppe an, weil sie ja sonst nicht den Gruppenaxiomen ge-
horchen würde.

3.1.5 Klassen

Eine andere Einteilung der Elemente einer Gruppe, die die Elemente in getrennten
Mengen ordnet, ist die Klasseneinteilung.

Der Begriff der Klasse gründet sich auf dem Begriff der konjugierten Elemente.
Wählt man ein Element A der Gruppe H sowie ein weiteres Element X mit dessen in-
versen Element X−1, kann man folgende Transformation oder Abbildung bilden:

B = X−1AX
(wobei das Verknüpfungszeichen „×“ weggelassen wurde). Es zeigt sich, dass B nicht
nurH angehört, sondern auch ein Element derselbe Klasse wie A ist. Solche Elemente
sind zueinander konjugiert, und konjugierte Elemente gehören derselben Klasse an.

Unter konjugierten Elementen gelten folgende Beziehungen (Äquivalenzrelatio-
nen):
(1) Wenn A zu B konjugiert ist, ist auch B zu A konjugiert.
(2) Wenn sowohl B als auch C zu A konjugiert sind, sind B und C auch zueinander

konjugiert.
(3) E bildet eine Klasse für sich.
(4) Kein Element kann mehr als einer Klasse angehören.
(5) In abelschen Gruppen besteht jede Klasse aus einem Element.
(6) Das zu A inverse Element A−1 gehört nicht notwendigerweise zur selben Klasse

wie A. Es ist oft nützlich die Klassen von A und A−1 in einer gemeinsamen Ober-
klasse zusammenzufassen.

(7) Die Zahl der Elemente einer Klasse ist Teiler der Gruppenordnung h.
(8) Es gibt die Konstruktion des Kommutators, X−1AXA−1. Wenn A und X kommu-

tieren (vertauschbar sind), hat der Kommutator den Wert E. (Auch in der Algebra
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gibt es den Kommutator-Begriff: [A, B] = AB − BA. Der algebraische Kommutator
hat den Wert null, wenn A und B kommutieren).

3.1.6 Isomorphie, Homomorphie

Manchmal sieht man beim Vergleich zweier Multiplikationstabellen derselben Ord-
nung, dass eine Übereinstimmung besteht. Nehmen wir z. B. die zwei Gruppen
H(E, A, B, C) und H∗(E, α, β, γ). Wenn folgender Zusammenhang in der Gruppe H,
C = A × B, darauf schließen lässt, dass in H∗ γ = α × β sowie umgekehrt, d. h.
C = A × B ⇔ γ = α × β, dann herrscht zwischen beiden Gruppen eine Isomorphie
oder treue Korrespondenz. In diesem Falle können Überlegungen zu Untergruppen
und Klassen direkt aus den Überlegungen zu einer Gruppe auf die andere übertragen
werden. Kannman aber nur in eine Richtung eine Korrespondenz herbeiführen, redet
man von einer Homomorphie oder untreuen Korrespondenz.

3.1.7 Das direkte Produkt

Aus zwei Gruppen, die außer E keine Elemente gemeinsam haben, kann man durch
Bildung eines direkten Produkts eine neue Gruppe schaffen. In diesem Fall kommu-
tieren nämlich die Elemente, die mit einander multipliziert werden. So kann z. B. C6
aus dem direkten Produkt C2 ⊗ C3 gebildet werden:{E, C2} ⊗ {E, C3, C23}={EE, EC3, EC23, C2E, C2C3, C2C23}={E, C3, C23, C2, C2C3, C2C23}={E, C26, C46, C36, C56, C6}=C6
3.1.8 Nebengruppe (oder Nebenklasse)

Nebengruppen sind keine Gruppen, weil sie kein Einselement beinhalten. Sie entste-
hen auf folgende Weise: Man greift eine Untergruppe G von H mit den Elementen
A1 ≡ E, A2, . . . Ag heraus, sodann ein Element von H, X, das dieser Untergruppe
nicht angehört und bildet dann alle Produkte Ai × X (i = 1, 2, . . . g). Die entstehen-
den Elemente bilden Nebengruppen (engl. cosets). Alle Elemente einer Nebengruppe
unterscheiden sich von den Elementen aus der Untergruppe G (weil X ∉ G). Zwei Ne-
bengruppen zu G sind entweder völlig identisch oder völlig verschieden.

Nun können alle h− g Elemente von H in Nebengruppen einer bestimmten Unter-
gruppe G aufgeteilt werden. Jede dieser Nebengruppen muss g verschiedene Elemen-
te enthalten. Sind nun, bei einer solchen Aufteilung, noch Elemente aus H übrig, die
nicht in einer der schon gebildeten Nebengruppen enthalten sind, wird ein solches
Element aufgegriffen, z. B. Z, und es wird eine neue Nebengruppe (ausgehend von Z)
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gebildet. Weil H endlich ist, kann sich dieser Schritt höchstens endlich oft wiederho-
len. Jedes mal sind g Elemente betroffen; somit gilt:

h = m ⋅ g
Wobei inm auch die Untergruppe Gmitgezählt wird.

Das eben beschriebene Verfahren zeigt, dass es nur ein Ergebnis der Aufteilung
in Nebengruppen geben kann, wenn H und G gegeben sind.

Unter den Untergruppen einer Gruppe gibt es welche, die eine Sonderrolle spie-
len. Um dies zu erläutern, soll von einer Untergruppe G der Gruppe H ausgegangen
werden. Alle Elemente der Untergruppe G{. . . , Ai , Aj , . . . }werden mit einem fest ge-
wähltenElement T derGruppeH\G transformiert, indemdie zudenG-Elementenkon-
jugierten Elemente gebildet werden: . . . TAiT−1, TAjT−1, . . . .

Auch diese Elemente bilden eine Untergruppe von H. Diese Untergruppe G󸀠 ist
isomorphmit G. Es kann sogar sein, dass G󸀠 und G identisch sind. In diesem Fall ent-
hält G also alle zu Ai konjugierten Elemente, mit Ai somit auch dessen ganze Klasse.
Solche Untergruppen heißen invariant oder Normalteiler, N von H.

Alle Untergruppen mit Index 2 sind Normalteiler. Die Faktoren eines direkten Pro-
dukts sind Normalteiler.

Beispiele (aus D4).
(1) Untergruppe G1 : {E, C2}; Element X : Ca2

Ca2 E Ca2 = E
Ca2 C2 Ca2 = C2 usw. Diese Untergruppe ist ein Normalteiler.

(2) Untergruppe G2 : {E, C4, C2, C34}; Element X : Ca2
Ca2 C4 Ca2 = C34
Ca2 C2 Ca2 = C2
Ca2 C34 Ca2 = C4. Diese Untergruppe ist ein Normalteiler.

(3) Untergruppe G3 : {E, Ca2}; Element X : Cc2
Cc2 E Cc2 = E
Cc2 Ca2 Cc2 = Cb2 !!! Diese Untergruppe ist kein Normalteiler.

Aus dem Begriff des Normalteilers einer Gruppe entwickelt sich der Begriff der Fak-
torgruppe. Die Faktorgruppe enthält als Elemente nicht irgendwelche Elemente der
GruppeH selbst, sondern die Nebengruppen eines Normalteilers (zusammenmit dem
Normalteiler), wobei die Nebengruppen zu individuellen Einheiten zusammengefasst
werden, und die Einzelelemente, aus denen sie bestehen, nicht mehr als Individuen
auftreten. Die Faktorgruppe hat so viele Elemente als Nebengruppen (mit ihrem Nor-
malteiler, der das Einselement darstellt).

Im Falle von D4 mit zwei verschiedenen Normalteilern kann man somit zwei un-
terschiedliche Faktorgruppen konstruieren, wobei die Nebengruppen nach dem eng-
lischen „coset“ mit Co (und das erzeugende Element) gekennzeichnet sind.
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F1: Normalteiler N1 : {E, C2},
Nebengruppen: CoC4 : {C4, C34}, Co Ca2 : {Ca2, Cb2}, Co Cc2 : {Cc2, Cd2}
Multiplikationstabelle:

F1 N1 Co C4 Co Ca2 Co Cc2
N1 N1 Co C4 Co Ca2 Co Cc2

Co C4 Co C4 N1 Co Cc2 Co Ca2
Co Ca2 Co Ca2 Co Cc2 N1 Co C4
Co Cc2 Co Cc2 Co Ca2 Co C4 N1

F2: Normalteiler N2 : {E, C4, C2, C34};
Nebengruppe: Co Ca2 : {Ca2, Cb2, Cc2, Cd2}
Multiplikationstabelle:

F2 N2 Co Ca2
N2 N2 Co Ca2

Co Ca2 Co Ca2 N2

Der Begriff der Faktorgruppe ist bei den Punktsystemen ohne größere Bedeutung, ob-
wohl er bei der Aufstellung einer Charaktertafel gute Dienste leisten kann; aber bei
der Anwendung der Gruppentheorie auf die Verhältnisse in einem Kristallgitter wird
sich die Faktorgruppe als entscheidendes Hilfsmittel erweisen. Hier liegt der große
Nutzen der Faktorgruppe darin, dass sie eine Gruppe mit unendlich vielen Elemen-
ten in endlich viele Nebengruppen aufteilen kann (die ihrerseits dann unendlich sein
müssen). In diesem Fall bestündemöglicherweise eine Homomorphie oder sogar eine
Isomorphie zwischen der endlichen Faktorgruppe und einer schon bekannten endli-
chenGruppe; dies könnte zu erheblichenVereinfachungen führen,weil die bekannten
Eigenschaften einfach auf die Faktorgruppe übertragen werden können.

3.2 Klassifikation von Punktgruppen

Eine Punktgruppe besteht aus einem Satz von Symmetrieelementen, die einem ge-
meinsamen Punkt besitzen, der sich bei der Ausführung der Symmetrieoperationen
nicht verändert. DiewichtigstenPunktgruppen sind inder Tabelle 3.1 aufgelistet,wäh-
rend die geometrischen Elemente, auf denen sich die Symmetrieoperationen bezie-
hen, in der Tabelle 3.2 aufgeführt sind.
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Tab. 3.1. Die wichtigsten Punktgruppen

Typ Schoenflies-
Notation

Symmetrieelemente Gruppen-
ordnung

nicht axial C1 E 1
Cs = S1 E, σh 2
Ci = S2 E, i 2

axial, zyklisch C2 E, C2 2
C3 E, 2C3 3
C4 E, 2C4, C2 4
C5 E, 2C5, 2C2

5 5
C6 E, 2C6, 2C3, C2 6
S4 E, 2S4, C2 4
S6 = C3i E, 2C3, i, 2S6 6

Cnh C2h E, C2, i, σh 4
C3h = S3 E, 2C3, σh , 2S3 6
C4h E, 2C4, C2, i, 2S4, σh 8
C5h = S5 E, 2C5, 2C2

5 , σh, 2S5, 2S2
5 10

C6h E, 2C6, 2C3, C2, i, 2S3, 2S6, σh 12
Cnv C2v E, C2, 2σv 4

C3v E, 2C3, 3σv 6
C4v E, 2C4, C2, 2σv, 2σd 8
C5v E, 2C5, 2C2

5 , 5σv 10
C6v E, 2C6, 2C3, C2, 3σv , 3σd 12

diedrisch, Dn D2 E, C2, 2σv 4
D3 E, 2C3, 3C2 6
D4 E, 2C4, C2, 2C󸀠2, 2C󸀠󸀠2 8
D5 E, 2C5, 2C2

5 , 5C2 10
D6 E, 2C6, 2C3, C2, 3C󸀠2, 3C󸀠󸀠2 12

Dnh D2h E, C2, C󸀠2, C󸀠󸀠2 , i, σh, σv, σd 8
D3h E, 2C3, 3C2, σh, 2S3, 3σv 12
D4h E, 2C4, C2, 2C󸀠2, 2C󸀠󸀠2 , i, 2S4, σh, 2σv, 2σd 16
D5h E, 2C5, 2C2

5 , 5C2, σh, 2S5, 2S2
5, 5σv 20

D6h E, 2C6, 2C3, C2, 3C󸀠2, 3C󸀠󸀠2 , i, 2S3, 2S6, σh, 3σd, 3σv 24
Dnd D2d E, C2, 2C󸀠2, 2σd, 2S4 8

D3d E, 2C3, 3C2, i, 2S6, 3σd 12
D4d E, 2S8, 2C4, 2S3

8, C2, 4C󸀠2, 4σd 16
D5d E, 2C5, 2C2

5 , 5C2, i, 2S3
10, 2S10, 5σd 20

D6d E, 2S12, 2C6, 2S4, 2C3, 2S5
12, C2, 6C󸀠2, 6σd 24

kubisch T E, 8C3, 3C2 12
Th E, 8C3, 3C2, i, 8S6, 3σh 24
Td E, 8C3, 3C2, 6σd, 6S4 24
O E, 8C3, 3C2, 6C󸀠2, 6C4 24
Oh E, 8C3, 3C2, 6C󸀠2, 6C4, i, 8S6, 3σh, 6σd, 6S4 48

ikosaedrisch I E, 12C5, 12C2
5 , 20C3, 15C2 60

Ih E, 12C5, 12C2
5 , 20C3, 15C2, i, 12S10, 12S3

10 , 20S6, 15σ 120
linear C∞v E, 2Cφ∞, . . . ,∞σv ∞

D∞h E, 2Cφ∞, . . . , i, 2Sφ∞,∞C2 ∞
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Tab. 3.2. Geometrische Elemente in Bezug zu den Symmetrieoperationen

Punktgruppe Lage der Achsen und Ebenen

Cn nur in eine Achsenrichtung
Sn nur in eine Achsenrichtung
Cnh Cn, σh⊥Cn
Cnv Cn, nσv ‖ Cn, die sich unter π/n schneiden
Dn Cn, nC2⊥Cn mit gleichen π/n zueinander
Dnh Cn, nC2⊥Cn mit gleichen π/n zueinander, σh⊥Cn, nσv ‖ Cn,

die sich unter π/2 schneiden
Dnd Cn, nC2⊥Cn mit gleichen π/n zueinander; S2n; nσd ‖ Cn, die

sich unter π/2 schneiden
Td Tetraedersymmetrie, C3 und C2
Oh Oktaedersymmetrie, C4, C3 und C2
Ih Ikosaedersymmetrie, C5, C3 und C2

3.3 Anwendung der Gruppenaxiome auf Punktgruppen

Die Gruppenaxiome werden nun an zwei konkreten Beispielen erläutert:

Beispiel 1 (H2O, gewinkeltes AB2-Molekül).
Die Punktgruppe ist C2v : {E, C2, σxz, σyz}
(0) und (1): Verknüpfungsgesetz und Abgeschlossenheit:

σxz × C2 = σyz

C2 σxz2 1 1 2 2 1

σyz

A A A

σxy × σxz = C2

σxz σxy2 1 1 2 1 2

C2

A A A

(2): Assoziativgesetz:

C2 × (σyz × σxz) = (C2 × σyz) × σxz = C2 × C2 = σxz × σxz = E

(3): Identität
E × C2 = C2 × E = C2; E × σxz = σxz × E = σxz

(4): Inverse Elemente
C2 × C2 = C22 = E; σxz × σxz = E
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(5): Kommutativgesetz
C2 × σyz = σyz × C2 = σxz

Das Kommutativgesetz ist erfüllt, weshalb C2v eine abelsche Gruppe darstellt.

Beispiel 2 (NH3, trigonal-pyramidales Molekül).
Die Punktgruppe ist C3v : {E, C3, C23, σ1, σ2, σ3}.
(0) und (1): Verknüpfung und Abgeschlossenheit:

σ1 × C3 = σ2 bzw. C3 × σ1 = σ3 .

Das Kommutativgesetz ist nicht erfüllt.

σ2

C3 σ1

B1

B2

A
B3

B3

B1

A
B2

B3

B2

A
B1

σ3

σ1 C3

B1

B2

A
B3

B1

B3

A
B2

B2

B1

A
B3

Konjugierte Elemente: C3 und C23 sowie σ1, σ2 und σ3 sind zu einander konjugiert.

C3 = σ1 × C23 × σ1; C23 = σ1 × C3 × σ1 .

σ1 C2
3 σ1

1

2
Δ

3

1

3
Δ

2

3

2
Δ

1

3

1
Δ

2

C3

σ1 C3 σ1

1

2
Δ

3

1

3
Δ

2

2

1
Δ

3

2

3
Δ

1

C2
3

σ3 = C3 × σ1 × C23; σ1 = C23 × σ3 × C3 .

Folglich gibt es eine Aufteilung der Elemente in drei Klassen: {E}, {C3, C23},{σ1, σ2, σ3}; oft werden diese Angaben abgekürzt: E, 2C3 und 3σv.
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3.4 Punktgruppen und Molekülbeispiele

Das Korrelieren von Molekülstrukturen und Punktgruppen hängt vom Erkennen der
Symmetrieelemente des Moleküls ab; dies erfordert eine gewisse Übung.

Die folgende Zuordnungshilfe in Form eines Fließschemas kann die Suche nach
der relevanten Punktgruppe erleichtern.

(n>1)

σ

i

++

++

+ +

+

+ +– –

IOT

C

–+–

–

–

–

–

–

– –

+

mCn  (n>2) oder C∞ 

C∞ 

σh

D∞h C∞h 

+–

Spezielle Gruppe?

nur   S2n

S2n

nC2 Cn

Cs

Ci C1

Cs C4 C5

σh σh

Dnh

Dnd Dn Cn Cnv

Cnh

σv σv

Abb. 3.1. Zuordnung von Punktgruppen mithilfe eines Fließschemas. Mit drei einfachen Überlegun­
gen lassen sich aber die meisten oft vorkommenden Gruppen sehr einfach bestimmen: Gibt es eine
Cn-Drehachse? Gibt es senkrecht dazu C2-Achsen? Gibt es eine horizontale Spiegelebene?

Die Einordnung von Molekülen geschieht normalerweise wie folgt:
Wenn keine spezielle Gruppe mit mehreren unterschiedlich liegenden, mehrzäh-

ligen (Cn oder C∞) vorliegt (polyedrische oder lineare Gruppen), so sucht man die
Hauptachse, Cn. Ist keine vorhanden, so liegen die nicht axialen Gruppen (C1, Cs oder
Ci) vor; ist eine Cn vorhanden, die sich nicht aus S2n ergibt, somussmannach nC2⊥Cn
suchen, die zwischen C- undD-Gruppen entscheiden. Gibt es nσv ‖ Cn, so kommtman
zu Cnv oder Dnd; liegt außerdem eine σh⊥Cn vor, so resultieren die Punktgruppen Cnh
oder Dnh.
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3.4.1 Illustration von Punktgruppen

In der Abbildung 3.2 sind wichtige Punktgruppensymbole mit den zugrunde liegen-
den geometrischen Figuren schematisch wiedergegeben. Sie sollen bei Molekülen
zum besseren Erkennen von Punktgruppen dienen.

n

Cn : Pyramiden ohne Spiegelebenen

Cnv : Pyramiden mit Spiegelebenen

Dn : Ebenen bzw. Antiprismen

Dnh : Ebenen, Bipyramiden bzw. Prismen

Dnd : Antiprismen (auch bicapped)

S2n : Ebenen bzw. Antiprismen

Cnh : Ebenen

2 3 4 5 6

Abb. 3.2. Schematische Illustration von Punktgruppen.
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3.4.2 Klassifikation von Molekülen in Punktgruppen

3.4.2.1 Nicht axiale Gruppen, C1, Cs und Ci
C1 Triviale Gruppe von Molekülen ohne eigentliches Symmetrieelement. Die Punkt-

gruppe enthält außer die Identitätsoperation, E, kein einziges Element.
Beispiele: HNClF, HCBr(Me)Et.

Cs Moleküle, die außer E nur eine Spiegelebene, σh als Symmetrieelement aufweisen.
Beispiele: HCOCl, SOX2 (X = Cl, F), R2NH, S2+8 , alle „nicht symmetrische“ drei-
atomige Moleküle (Abbildung 3.3).

Ci Moleküle, die außer E nur ein Inversionszentrum als Symmetrieelement aufwei-
sen. I = S2 (Abbildung 3.4).
Beispiele: All-trans-Ethane.

CI
O

H
S

X
X

O
N

R
R

H
CI

C

O

H

Abb. 3.3. Molekülbeispiele für die Punktgruppe Cs.
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CI
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H
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CI
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Abb. 3.4. Molekülbeispiele für die Punktgruppe Ci.

3.4.2.2 Axiale Gruppen, Cn, Sn, Cnv, Cnh
Cn Moleküle mit einer Drehachse, Cn (dissymmetrische Moleküle) (Abbildung 3.5).
C2 Beispiele: H2O2, N2H4, 1,2-Dichlorethan (gauche), trans-1,2-Dichlorcyclopropan,

S2F2.
C3 Beispiele: P(C6H5)3, H3NBF3.
Sn Moleküle mit einer Drehspiegelachse, Sn (zyklische Gruppen)(Abbildung 3.6).
S2 = Ci Siehe oben.
S4 Beispiele: (NSF)4, (t−BuP)4Si, Spiropentan, Tetrafluorospirononan,
S6 Beispiele: C6Et6 ⋅ 2AsBr3
Cnv Molekülemit Hauptachse Cn und nσv ‖ Cn (n gerade) bzw. (n/2)σv+(n/2)σd ‖ Cn

(n ungerade).
C2v Es existieren viele Beispiele, z. B. H2O, H2S, SO2, NO2, SnCl2, B2H−7, COCl2, ClF3,

C6H5Cl, SO2Cl2, CH2Cl2, SF4, SOF4, IO2F3, BrF+4, F2ClO−2, MF−7 (M = Mo,W), Cy-
clopropen, P4S7, B4H10, B4H14, (NSO)4, N5S5, S3N+2 (Abbildung 3.7).

C3v Beispiele: NH3, PF3, NSF3, XeO3, SO−3, CHCl3, HCo(CO)4, P4S3, P3−7 , (CH2S)3,
Co4(CO)12, NbOF3−6 , Os(N)O−3 , FClO3 (Abbildung 3.8)



22 | 3 Theorie der Punktgruppen
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Abb. 3.5. Molekülbeispiele für die Punktgruppen Cn (n = 2, 3).
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Abb. 3.6. Molekülbeispiele für die Punktgruppen Sn (n = 4, 6).

C4v Beispiele: IF5, XeOF4, XMn(CO)5 (X = H, Halogen), B5H9, (SNH)4, cis-Tetrachlor-
cyclobutan, Fe5C(CO)15, OsNCl−4 (Abbildung 3.9)

C5v Beispiel: CpCO (Abbildung 3.10)
Cnh Moleküle mit Hauptachse Cn und Spiegelebene σh; zusätzlich dazu kommen Sn

und (bei geraden n) i (Abbildung 3.11).
C2h Beispiele: trans-N2H2, Azobenzol, trans-1,2-Dichlorethen, [CpFe(CO)2]2, Butadi-

en, trans-N2H4, S4
C3h Beispiele: B(OH)3, Ni-all-trans-1,5,9-Cyclododekatrien
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Abb. 3.7. Molekülbeispiele für die Punktgruppe C2v.

Cr
OC CO

CO

S
S

S S

S
S Co

Co

Co

Co

S
N S N

SN P

P

P
P

NO

NOON

Abb. 3.8. Molekülbeispiele für die Punktgruppe C3v.
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Abb. 3.9. Molekülbeispiele für die Punktgruppe C4v.
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Abb. 3.10. Molekülbeispiele für die Punktgruppe C5v.
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Fe
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Abb. 3.11. Molekülbeispiele für die Punktgruppen Cnh (n = 2, 3).

C4h Beispiel: Pt(NH3)4
C5h Beispiele: CpNiNO, CpCuCO, B6H11

3.4.2.3 Diedrische Gruppen, Dn, Dnh, Dnd
Dn Die Moleküle besitzen eine Hauptachse, Cn und nC2⊥Cn (n ungerade) bzw. Cn

und (n/2)C󸀠2 + (n/2)C󸀠󸀠2⊥Cn (n gerade) (Abbildung 3.12).
D2 Beispiele: verdrillte Ethene, S10
D3 Beispiele: Trichelat-Komplexe
Dnh Die Moleküle besitzen eine Cn, σh und nC2⊥Cn (n ungerade) bzw. (n/2)C󸀠2 +(n/2)C󸀠󸀠2⊥Cn (n gerade) und zusätzlich Sn und σv.
D2h Beispiele: C2H4, B2H6, (AuCl3)2, Pt2Cl2−6 , trans-Pt(NH3)2Cl2, [(CO)4MnX]2

(X = Halogen), Co4(CO)10S2, Benzochinon (Abbildung 3.13).
D3h Beispiele: BF3, CO2−

3 , SO3, PF5, Fe(CO)5, Fe2(CO)9, Os3(CO)12, ReH2−
9 , Ni5(CO)2−12,[C6H6Co]3(CO)2, B3N3H6, 1, 5 − B3C2H5, (PCl2N)3, Cyclopropan, Cs11O3, S3N−3

(Abbildung 3.14).
D4h Beispiele: XeF4, PtCl2−4 , Ni(CN)2−4 , ICl−4, trans-Co(NH3)4Cl2, Re2Cl2−8 , Cr3(CO)2−14,[Br5Ta]2N3−, C4H2−

4 , S2+4 , S4N2+
4 , (PF2N)4 (Abbildung 3.15)

M C2C2

C2

Abb. 3.12. Molekülbeispiele für die Punktgruppen Dn (n = 2, 3).
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M M

Abb. 3.13. Molekülbeispiele für die Punktgruppe D2h.

C

M M

M

Pt PtPt

PtPtPt

Co
Co

C

Co

O

O

Abb. 3.14. Molekülbeispiele für die Punktgruppe D3h.

Abb. 3.15. Molekülbeispiele für die Punktgruppe D4h.

D5h Beispiele: C5H−5, M(C5H5)2 (M = Ru, Os), IF7, UO2F3−5 , MF3−7 (M = U, Zr, Hf),
1, 7 − B5C2H7 (Abbildung 3.16)

D6h Beispiele: C6H6, Cr(C6H6)2, P4−6 (Abbildung 3.17)
D8h Beispiel: U(C8H8)2 (Abbildung 3.17)
Dnd Die Moleküle besitzen eine Hauptachse Cn, nC2⊥Cn, nσd ‖ Cn (zwischen C2);

zusätzlich S2n und i (n ungerade). Zum Erkennen der Symmetrieelemente bietet
sich hier speziell die Betrachtung der jeweiligen Projektion an.

D2d Beispiele: Allen, N4S4, ZrF4−8 , M(CN)4−8 (M = Mo,W), CuCl2−4 , Cyclooktatrien,
M(NO3)4 (M = Sn, Ti) (Abbildung 3.18)
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Abb. 3.16. Molekülbeispiele für die Punktgruppe D5h.

U

O

O
M U

Abb. 3.17. Molekülbeispiele für die Punktgruppen D6h und D8h.

CC=C=C

2–

= BH

Abb. 3.18. Molekülbeispiele für die Punktgruppe D2d.

Ni Ni
Ni

Ni Ni
Ni

M M

Abb. 3.19. Molekülbeispiele für die Punktgruppe D3d.

D3d Beispiele: trans-C2H6, B2H2−
6 , N2H2+

6 , Cyclohexan, S6, S12, Co2(CO)8,
Mo2(NMe2)6, Fe2(CO)2−8 , (XeF6)6 (Abbildung 3.19)

D4d Beispiele: B10H2−
10, Mn2(CO)10, S8, UF4−8 , S2F10 (Abbildung 3.20)

D5d Beispiele: Fe(C5H5)2, B10C2H12 (Abbildung 3.21)
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MM

2–

Abb. 3.20. Molekülbeispiele für die Punktgruppe D4d.

Abb. 3.21. Molekülbeispiele für die Punktgruppe D5d.

3.4.2.4 Lineare Gruppen: C∞v, D∞h
C∞v Moleküle mit den Symmetrieelementen Cφ∞ und∞σv (Abbildung 3.22).

Beispiele: CO, HCl, OCS, N2O, ClC2H, HCN
D∞h Moleküle mit den Symmetrieelementen Cφ∞, ∞C2⊥C∞, σh, i und ∞σv (Abbil-

dung 3.22).
Beispiele: H2, O2, N2, CO2, HgCl2, C2H2, XeF2, ICl−2

A – B A = A = B Cl – C C – H

H – C C – H

A = B = C

A – A A = B = A A = B = A

Abb. 3.22. Molekülbeispiele für die Gruppen C∞v und D∞h.

3.4.2.5 Polyeder-Gruppen: T , Th, Td, O, Oh, I, Ih
Hier sind die kubischen, oktaedrischen und ikosaedrischen Formen vertreten; es lie-
gen allgemein mehrere mehrzählige Achsen und unterschiedliche Spiegelebenen vor.
T Moleküle mit 8C3 und 3C2 (Gruppenordnung 12) (Abbildung 3.23).

Beispiele: (t − Bu)4P+, (CF3)4C, (t − Bu)4C4
Th Moleküle mit 8C3, 3C2, 8S6, I, 3σd (Gruppenordnung 24) (Abbildung 3.23).

Beispiel: Cu(NO6)4−6



28 | 3 Theorie der Punktgruppen

T Moleküle mit 8C3 und 3C2 (Gruppenordnung 12):

Th Moleküle mit 8C3, 3C2, 8S6, I, 3σd (Gruppenordnung 24):

Abb. 3.23. Molekülbeispiele für die Gruppen T und Th.

C2, S4

σd

C3

C2, S4

C2, S4

Abb. 3.24. Symmetrieelemente von Td.

Td Moleküle mit Tetraederform (4 Flächen, 4 Ecken, 6 Kanten): 8C3, 3C2, 6S4, 6σd
(Gruppenordnung 24) (Abbildung 3.24).
Beispiele: CH4, NH+4, PO3−

4 , SO2−
4 , XeO4, Ni(CO)4, [CpFeCO]4, B4Cl4, Ir4(CO)12,

Rh6(CO)16, P4O6, P4O10, N4(CH2)6, (MeSi)4S6, Adamantan, (Ph3Au)4C (Abbil-
dung 3.25)

O Molekülemit denSymmetrieelementen8C3 , 3C2, 6C󸀠2, 6C4 (Gruppenordnung24).
Beispiel: per-Methylcuban

Oh Moleküle mit den Symmetrieelementen 8C3, 3C2, 6C󸀠2, 6C4, i, 8S6, 6S4, 3σh, 6σd
(Gruppenordnung 48) (Abbildung 3.26).
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Abb. 3.25. Molekülbeispiele für die Gruppe Td.

σd

σh

C4 , S4, C2 C3 , S6

C2 

Abb. 3.26. Symmetrieelemente von Oh.

M

Abb. 3.27. Molekülbeispiele für die Gruppe Oh.

Zur besseren Veranschaulichungbieten sich die Projektionen entlang der C3-Ach-
sen an, d. h. beim Oktaeder durch zwei gegenüberliegende Flächen, beim Würfel
durch zwei gegenüberliegende Ecken.
Beispiele: (Oktaeder [8 Flächen, 6 Ecken, 12Kanten]) SF6,M(CO)6 (M = Cr, Mo,W),
Mn(H2O)2+6 , CoF3−6 , B6H2−

6
Beispiele: (Würfel [6 Flächen, 8 Ecken, 24 Kanten]) MF3−8 (M = Pa, U, Np), Cuban
Beispiel: (Kuboktaeder [14 Flächen, 12 Ecken, 24 Kanten]) S12 (Abbildungen 3.27
und 3.28)

I Moleküle mit den Symmetrieelementen 12C5, 12C25, 20C3, 15C2.
Ih Moleküle mit den Symmetrieelementen 12C5, 12C25, 20C3, 15C2, i, 12S10, 12S

3
10,

20S6, 15σ (Gruppenordnung 120) (Abbildungen 3.29 und 3.30).
Beispiele: (Ikosaeder [12 Ecken, 20 Flächen, 30 Kanten]) B12H2−

12, B12
Beispiel: (Dodekaeder [20 Ecken, 12 Flächen, 30 Kanten]) C20H20
Beispiel: (Buckminsterfulleren [60 Ecken, 32 Flächen, 90 Kanten]) C60
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ccp

4:4:4 3:6:3

Abb. 3.28. Kuboktaederdarstellungen, z. B.: Nach Verbindung der 12 Kantenmitten eines
Würfels werden die 8 Spitzen (der 8 entstehenden Tetraeder) entfernt. Alternativ kann eine
4 : 4 : 4-Anordnung durch Kippen um 30° eine 3 : 6planar : 3-Anordnung entstehen lassen.

90°

1:5:5:1 3:6:3

Abb. 3.29. Ikosaederdarstellungen. 1 : 5 : 5 : 1-Anordnung (durch Kippen um 90° entsteht die)
3 : 6gewellt : 3-Anordnung.

B
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B
B

B B
B B

B

B

B

B

Abb. 3.30. Molekülbeispiele für die Gruppe Ih.

3.5 Symmetrieerniedrigung und Untergruppen

Durch Störungen sterischer oder elektronischer Art werden die idealen Symmetrien in
der Praxis oft erniedrigt, d. h., es resultieren Punktgruppen niedriger Ordnung. Weil
einige Symmetrieelemente keine mehr sind aber andere noch ihre Gültigkeit bewah-
ren, sind die „gestörten“ Gruppen Untergruppen der ursprünglichen Gruppen. Die
Beziehung zwischen Gruppen und Untergruppen wird nach Einführung der irredu-
ziblen Darstellungen nochmals behandelt, wobei auch kurz Gründe für eine Störung
genannt werden. (Vgl. Kapitel 7.8).
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3.5.1 Störung des Oktaeders

Die wichtigsten Änderungen sind in Tabelle 3.3 und Abbildung 3.31 dargestellt.

Tab. 3.3. Störungen des Oktaeders

Gruppe Achse Untergruppe Störung Bewegung von

Oh C4 D4h tetragonal 2 Ecken
Oh C3 D3d trigonal 6 Ecken
Oh C2 D2h rhombisch 4 Ecken

Abb. 3.31. Störungen des Oktaeders.

3.5.2 Störungen des Tetraeders

Die wichtigsten Änderungen sind in Tabelle 3.4 und in Abbildung 3.32 dargestellt.

Tab. 3.4. Störungen des Tetraeders

Gruppe Achse Untergruppe Störung Bewegung von

Td S4 D2d diagonal 2 + 2 Ecken
Td C3 D3v trigonal 3 + 1 Ecken
Td C2 C2v rhombisch 2 − 2 Ecken

S4

Abb. 3.32. Störungen des Tetraeders.
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Ni(CO)4

FeCI4
–

CoCI4
–

Ni(CN)4
2–

FeCI4
–

Cu(NH3)4
2+

NiCI4
2–

CuCI4
2–

Abb. 3.33. Der Übergang von tetraedrischen zu tetragonal-planaren Molekülstrukturen.

3.5.3 Symmetrie und Chiralität

Jeder Mensch kennt sein Spiegelbild. Trotz großer Ähnlichkeit ist es nicht durch Dre-
hung mit seinem Original zur Deckung zu bringen. Diese Tatsache spielt für die Che-
mie, Biochemie undPhysiologie eine entscheidendeRolleweil die „Spiegelbilder“ un-
terschiedliche Aktivitäten haben können. Im Zusammenhangmit Symmetrie und Chi-
ralität führt die fehlende Deckungsgleichheit zur optischen Aktivität von Molekülen
und Naturstoffen.

Hier sollen einige stereochemische Begriffe aufgelistet werden:
Stereoisomere sind zwei oder mehr Moleküle mit gleicher empirischer Summenfor-

mel und gleicher Bindungsfolge von Atom zu Atom, aber unterschiedlicher räum-
licher Anordnung.

Enantiomere sind spiegelbildliche Stereoisomere, d. h. Stereoisomere, die durch
Drehung nicht zur Deckung gebracht werden können.

Diastereomere sind alle nicht enantiomeren Stereoisomere.
Asymmetrie bedeutet vollständiges Fehlen von Symmetrieelementen (außer der

Identität).
Dissymmetrie bedeutet Fehlen von Drehspiegelachsen, Sn. Da keine Sn vorhanden

ist, hat ein dissymmetrisches Molekül weder Spiegelebenen (S1) noch ein Inver-
sionszentrum (S2). Um Enantiomere zu erzeugen, darf das Molekül also keine
Sn-Achse besitzen; einfache Drehachsen, Cn (n > 1) sind dagegen erlaubt.

Chiralität Ein asymmetrisches oder dissymmetrisches Molekül ist chiral und daher
nicht mit seinem Spiegelbild deckungsgleich. Chiralität bedeutet Händigkeit. Mo-
leküle entgegengesetzter Chiralität verhalten sich zu einander wie linke und rech-
te Hand.

Optische Aktivität ist die Eigenschaft chiraler Moleküle, die Ebene von linear po-
larisiertem Licht zu drehen. Enantiomere drehen die Polarisationsebene um den
gleichen Betrag, aber in entgegengesetzter Richtung (optische Antipoden).
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Abb. 3.34. Stereochemie tetraedrischer und oktaedrischer Komplexe. Chirale Moleküle sind mit *
gekennzeichnet.

Moleküle mit einer Drehspiegelachse (Sn, σ, i) sind achiral (optisch inaktiv), da Bild
und Spiegelbild durch Drehung zur Deckung gebracht werden können.

Nach der sterischen Ursache unterscheidet man zentrale, axiale, planare und he-
licale Chiralität, worauf nicht näher eingegangen werden soll.

Tetraedrisch bzw. oktaedrisch konfigurierte Komplexverbindungen von Über-
gangsmetallen erhalten je nach Substitutionsmuster und Zähligkeit der Liganden
unterschiedliche Punktgruppensymbole (siehe Abbildung 3.34) in einigen Fällen re-
sultieren chirale Moleküle.

3.5.4 Besetzungsmöglichkeiten im Würfel

Durch Besetzung der unterschiedlichen Positionen im Würfel (siehe Abbildung 3.35)
resultieren die in der Tabelle 3.5 aufgeführten Stöchiometrien.
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Tab. 3.5. Würfelbesetzung und Stöchiometrie

Besetzung Typ Punktgruppe Beispiel

M⊙4 MX4 Td Ni(CO)4, NiCl2−
4

M⊗4 MX4 D4h Ni(CN)2−4
M⊗6 MX6 Oh (Okt) Ni(NH3)2+6

MO4⊙4 MX8 Oh (Kub) UF3−
8

M∙12 MX12 Oh (Kubokt)⊗6O4 A6X4 Td (CH2)6N4, Rh6(CO)16⊗6O4⊙4 A6X8 Oh MoCl2 = [Mo6Cl8]Cl2Cl4/2⊗6∙12 A6X12 Oh WCl3 = [W6Cl12]Cl6
O4⊙4 A4X4 Td (CpM)4S4⊗4⊙4 A4X4 D2d N4S4, As4S4

X
X

X

X

X
X M

Abb. 3.35. Besetzbare Positionen im Würfel.

3.6 Übungsaufgaben

1. Bestimmen Sie die Punktgruppe für Cyclohexan in den jeweiligen Konformatio-
nen:
a: Wannenform; b: Sesselform; c: Twistform.

2. Bestimmen Sie die Punktgruppen der Moleküle BF3, SiF4 und BrF3.
3. Stellen Sie die Multiplikationstabellen der Punktgruppen D3 und C4 auf.
4. Überprüfen Sie die Gruppenaxiome am Beispiel der Punktgruppe D3.
5. Zeigen Sie Untergruppen und konjugierte Elemente der Punktgruppe D3 auf.
6. Warum tritt nur in C1 die Identität E als erzeugendes Element auf?
7. Diskutieren Sie die Symmetrieoperationen der Punktgruppe Th.
8. Warum bilden die Elemente E, σ, σ󸀠, σ󸀠󸀠 keine Punktgruppe?
9. Warum erlaubt nur eine gerade Anzahl von Chiralitätszentren („asymmetrische

Kohlenstoffatome“) die Bildung achiraler Moleküle?
10. Warum ist in chiralen organischen Molekülen die Gegenwart „asymmetrischer

Kohlenstoffatome“ nicht zwingend erforderlich?


